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Zusammenfassung

Gefangene Ionen stellen ein vielversprechendes System für die Realisierung eines Quan-
tencomputers dar. Die Qubits werden in den internen Energieniveaus der Ionen ge-
speichert. Die in ihnen enthaltene Quanteninformation kann mit Laserlicht geeigneter
Polarisation und Frequenz manipuliert werden. Die Implementierung von Zwei-Qubit-
Gattern wird mit Hilfe der kollektiven Bewegungsmoden der Ionen durchgeführt. Diese
grundlegenden Bausteine eines Quantenprozessors wurden schon experimentell in linea-
ren Paulfallen realisiert, jedoch ist eine einfache Vergrößerung der Zahl der Qubits wegen
auftretender Dekohärenzeffekte nicht möglich. Die experimentellen und theoretischen Be-
mühungen konzentrieren sich derzeit deshalb darauf, einen skalierbaren Ansatz für die
Realisierung eines Quantencomputers zu finden.

In Penningfallen können bis zu 106 Ionen gefangen werden, die unter geeigneten Be-
dingungen in einem zweidimensionalen Gitter mit hexagonaler Struktur kristallisieren.
Durch die gegenseitige Coulomb-Abstoßung sind die Abstände in der Größenordnung
von 10 µm, so dass der Quantenzustand einzelner Ionen direkt mit stark fokussierten
Laserstrahlen manipuliert werden kann. Aufgrund der Modenstruktur kann der Kristall
jedoch nicht soweit gekühlt werden, dass einzelne Schwingungsmoden auflösbar sind.
Deswegen wurden große Ionenkristalle in einer Penningfalle lange Zeit nicht für Zwecke
der Quanteninformationsverarbeitung in Betracht gezogen. Jedoch gibt es neue Vor-
schläge zu einer Umsetzung eines Zwei-Qubit-Gatters, die robust sind gegenüber hohen
Besetzungen der Schwingungsmoden, so dass diese Kristalle für die Quanteninformati-
onsverarbeitung interessant werden.

Notwendig für die folgenden Überlegungen ist deswegen zunächst ein gründliches Ver-
ständnis, welchen Randbedingungen gefangene Ionen in einer Penningfalle unterliegen.
Beginnend mit der Analyse der Einzelteilchendynamik werden in dieser Arbeit die wich-
tigsten Eigenschaften der Ionen in der Falle besprochen, so unter anderem der Bereich
erlaubter Rotationsfrequenzen, die Anforderungen an die Kristallisation, und die Kri-
stallstruktur der Ionen in Abhängigkeit der gewählten Parameter.

Die Simulation der Gatteroperation benötigt eine Bestimmung der Bewegungsmoden in
den Normalkoordinaten. Diese werden durch eine quadratische Entwicklung des Hamil-
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tonoperators um die Gleichgewichtspositionen und einer kanonischen Koordinatentrans-
formation ermittelt. Diese Transformation wurde jedoch bisher nur unter Vernachlässi-
gung der Kopplung zwischen den Impulsen und Koordinaten der Ionen durchgeführt, die
durch das Magnetfeld der Falle hervorgerufen wird. Eine Berücksichtigung der Kopplung
stellt weitere Anforderungen an die Transformation, so dass diese nicht einfach ermittelt
werden kann.

In dieser Arbeit wurden die Gleichgewichtspositionen der Ionen durch eine numerische
Bestimmung der Miminumsenergie und unter der Nebenbedingung eines vorgegebenen
Gesamtdrehimpulses ermittelt. Bei der Minimierung wurde auch die Rotationsgeschwin-
digkeit der Ionen bestimmt und die starre Rotation der Ionen nachgewiesen. Dabei wur-
den die Berechnungen für verschiedene Parameterbereiche ausgeführt. Bei einer geeigne-
ten Wahl der Parameter können dabei auch strukturelle Phasenübergänge in Abhängig-
keit des Gesamtdrehimpulses durchlaufen werden, wie anhand eines Beispiels dargestellt
wurde.

Bei der Bestimmung der Normalmoden ist der entscheidende Schritt die Entkopplung der
Koordinaten und Impulse durch eine kanonische Transformation. Dazu wurden zunächst
die Eigenschaften kanonischer Transformationen näher untersucht, um daraus Schlüsse
für die Form der gesuchten Transformation zu ziehen. Die Normalmoden wurden dann
für zwei Ionen in Abhängigkeit der Rotation des Plasmas bestimmt und dargestellt.
Für größere Ionenzahlen ist die Bestimmung dieser Transformation für beliebige Rota-
tionsfrequenzen nicht möglich, so dass hierfür eine neue Methode zur Bestimmung der
Normalkoordinaten gefunden werden muss.

Abschließend wurde die Umsetzung des Gatters mit Hilfe der Dipolkraft diskutiert. Die-
se wirkt auf ein Atom in einem Intensitätsgradienten eines Laserfeldes, dessen Frequenz
gegenüber einem atomaren Übergang verstimmt ist. Dabei wurde untersucht, unter wel-
chen Umständen sich eine zustandsabhängige Kraft realisieren lässt, und wie diese sich
mit den weiteren Anforderungen an das Gatter in Einklang bringen lässt.



Für die Geduld und Unterstützung meiner Eltern.





Vorwort

Gefangene Ionen spielen in verschiedenen Teilgebieten der Physik eine Rolle. Viele der
ursprünglichen Untersuchungen mit Ionen in Penningfallen stammen aus der Plasma-
physik, jedoch gibt es zunehmend mehr Berührpunkte mit der Atom-, Molekül- und
optischen Physik aufgrund von Experimenten zur Hochpräzisionsspektroskopie oder zu
der Weiterentwicklung von Atomuhren. Eine genaue Untersuchung der Modenstruktur
eines Ionenkristalls wurde jedoch bis jetzt nicht durchgeführt, da in diesen Gebieten die
statistische Beschreibung des Systems im Rahmen der Theorie einkomponentiger Plas-
men ausreichend ist. Ein anderes Beispiel sind typische Experimente in der Quantenin-
formation, die mit einigen, wenigen Ionen durchgeführt werden, da der Quantenzustand
der Ionen gezielt manipuliert wird. Die meisten Untersuchungen beziehen sich dabei auf
Ionenkristalle in linearen Paulfallen. Während die Bewegung der gefangenen Ionen in
Paulfallen harmonisch, und damit einfach zu beschreiben ist, hat die Bewegung der Io-
nen in einer Penningfalle eine komplizierte Struktur. Deswegen ist die Untersuchung von
Ionenkristallen in Penningfallen im Rahmen der Quanteninformation eher ungewöhn-
lich. So schließt die Untersuchung von Ionenkristallen in einer Penningfalle eine Lücke
zwischen verschiedenen Gebieten der Physik.

Diese Arbeit entstand unter der Betreuung von Prof. Dr. Tommaso Calarco und in
Zusammenarbeit mit Dr. Jacob Taylor vom Massachusetts Institute of Technology, der
während der Zeit meiner Diplomarbeit unser Institut mit mehreren Besuchen beehrt
hat. In den gemeinsamen Gesprächen enstanden viele wertvolle Ideen, die den Weg in
diese Arbeit gefunden haben.

Kapitel 1 gibt zunächst eine kurze Einführung in einige wesentliche Prinzipien der Quan-
teninformationsverarbeitung. Danach wird die grundlegende Idee für die Implementie-
rung eines Quantencomputers in einem Ionenkristall in einer Penningfalle vorgestellt,
und die weitere Vorgehensweise motiviert.

In Kapitel 2 werden die wichtigsten physikalischen Eigenschaften von Ionen in einer
Penningfalle dargestellt. So besprechen wir zunächst den Aufbau und die Funktions-
weise einer Penningfalle für ein einzelnes Teilchen, bevor wir uns der Beschreibung von
Ionenplasmen zuwenden. So werden wichtige Eigenschaften wie Rotation und Dichte des
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Plasmas besprochen, und anschließend Methoden zur Kühlung des Plasmas vorgestellt.
Das Kapitel schließt mit einer Diskussion der verschiedenen thermodynamischen und
strukturellen Phasenübergänge.

Die Bestimmung der Normalmoden des Ionenkristalls wird in Kapitel 3 untersucht. Zu-
nächst werden die Gleichgewichtspositionen der Ionen in bestimmt, und die Ergebnisse
bei unterschiedlichen Parametern diskutiert. So wird auch der Bereich eines strukturellen
Phasenübergangs besprochen. Die weitere Diskussion widmet sich dann der Bestimmung
der Normalmoden. Dazu werden zunächst die Anforderungen an die Transformation zur
Bestimmung der Normalmoden genauer angegeben. Für zwei Ionen wird die Transforma-
tion ermittelt, und die Moden und Teilchentrajektorien werden dargestellt. Abschließend
wird noch ein Ansatz zur Bestimmung der Transformation für viele Teilchen skizziert.

Kapitel 4 beginnt mit der Erklärung des Phasengatters. Es werden dann verschiedene
Gattertypen vorgestellt, die sich trotz einer hohen Besetzung der Phononenmoden imple-
mentieren lassen. Dann wird die Umsetzung eines dieser Gatters mit Hilfe der Dipolkraft
besprochen.

Kapitel 5 fasst die Ergebnisse der Diplomarbeit zusammen, und gibt einen Ausblick auf
noch offene Fragestellungen und zukünftige Forschungsarbeiten mit Ionenkristallen in
einer Penningfalle.
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Kapitel 1

Einführung und Motivation

Das Feld der Quanteninformation ist neben der Erforschung ultrakalter Quantenga-
se sicherlich das am schnellsten expandierende Forschungsgebiet im Feld der Atom-,
Molekül- und optischen Physik, und vielleicht sogar darüber hinaus (siehe z.B. Nielsen
und Chuang [2000]). Der Entwicklung eines Quantencomputers kommt dabei eine tragen-
de Rolle zu. Die ersten Ideen zur Quantensimulation wurden schon vor circa 25 Jahren
von Richard P. Feynman formuliert [Feynman, 1982], eine systematische Untersuchung
wurde dann aber erst später vor allem von David Deutsch begonnen, der das Konzept der
Quanten-Turing-Maschine definiert hat [Deutsch, 1985]. Weiteren Auftrieb bekam das
Feld nach der Veröffentlichung von Peter Shors Algorithmus zur Faktorisierung großer
Zahlen [Shor, 1994], dessen Bedeutung man sich an Hand der darauf basierenden asym-
metrischen Verschlüsselungstechnik und deren heutigen Verbreitung in Internet- und
Telefonnetzwerken oder bei bargeldlosen Bezahlungssystemen klarmachen kann. Heute
scheint die Realisierung eines Quantencomputers mit gefangenen Ionen nicht mehr un-
erreichbar, dessen Grundlagen erstmals von Ignacio Cirac und Peter Zoller [Cirac und
Zoller, 1995] formuliert wurde.

Quantencomputer - ein kurzer Überblick

In Gesprächen über meine Diplomarbeit taucht von Laien immer wieder die Frage auf,
was denn nun genau der Unterschied zwischen einem normalen (klassischen) Computer
und einem Quantencomputer sei. Nun, der Unterschied rührt von den Grundeigenschaf-
ten der Quantenmechanik her: Ein Quantencomputer kann zusätzlich auf die Eigen-
schaften der Superposition und Verschränkung zweier Zustände zurückgreifen, die aus-
lesbare Information ist jedoch durch den quantenmechanischen Messprozess beschränkt.
Im Folgenden sollen die Unterschiede gegenüber einem klassischen Computer genauer
beschrieben werden.

Ein klassischer Computer rechnet mit Bits und speichert seine Information in ihnen.
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Diese können dabei die beiden logischen Zustände 0 und 1 einnehmen. In einem Quan-
tencomputer dagegen wird die Information in Qubits gespeichert, einem quantenme-
chanischen System, welches nach einer Messung nur die beiden Zustände |0〉 und |1〉
annehmen kann. Die Information kann ebenfalls nur in diesen beiden Zuständen präpa-
riert und ausgelesen werden, aber während eines Algorithmus kann das System eben auch
Zustände einnehmen, die aus der Superposition der beiden Qubits bestehen: α |0〉+β |1〉,
wobei α und β komplexe Zahlen sind mit der Bedingung |α|2 + |β|2 = 1. Es ist dabei
zu betonen, dass der Quantenzustand nicht mehr Resourcen zur Speicherung der In-
formation dieses Superpositionszustandes benötigt als zur Speicherung eines der beiden
Qubits alleine. In einem Qubit können also zwei Zahlen gespeichert werden1, und in
einem System von 100 Qubits lassen sich folglich in einer geeigneten Superposition 2100

verschiedene Zahlen speichern - eine Informationsmenge, die für klassische Computer
unvorstellbar ist. Es ist zu betonen, dass in einer Menge an Qubits nicht mehr Infor-
mation gespeichert werden kann als in der gleichen Anzahl klassischer Bits, vielmehr
ist dieser zusätzliche Speicherplatz nur während der Durchführung eines Algorithmus
zugänglich.

Als unmittelbare Folge der Linearität der Quantenmechanik wirkt eine einzige Opera-
tion U auf alle Teile eines Superpositionszustandes oder eines verschränkten Zustandes
gleichzeitig : U(α |0〉+ β |1〉) = αU |0〉+ βU |1〉. Dies gilt auch für einen Superpositions-
zustand oder verschränkten Zustand von N Qubits, welcher mit einer überschaubaren
Anzahl an Operationen (in der Größenordnung von N) präpariert werden kann.

Am Ende eines jeden Algorithmus können wir aber nur auslesen, ob sich ein Qubit im
Zustand |0〉 oder im Zustand |1〉 befindet, da die Superposition beim Messprozess ver-
loren geht. Der Algorithmus muss also die riesige Menge der Zwischenergebnisse zurück
auf ein messbares Ergebnis bringen. Dies kann mit Hilfe der Interferenz von Quantenzu-
ständen umgesetzt werden. Der Quantencomputer kann also für Algorithmen vorteilhaft
genutzt werden, die eine große Anzahl an Zwischenergebnissen vorhalten, aber am Ende
zu einem einfachen Ergebnis führen. Die Interferenz von vielen Superpositionszuständen
ist natürlich höchst sensitiv gegenüber Fehlern und Ungenauigkeiten bei der experimen-
tellen Ausführung des Algorithmus, woran wir auch schon eine der Schwierigkeiten bei
der experimentellen Realisierung eines Quantencomputers sehen.

Das Paradebeispiel eines solchen Algorithmus ist der von Peter Shor gefundene Algorith-
mus zur Faktorisierung großer Zahlen sowie zur Bestimmung des diskreten Logarithmus
[Shor, 1994]. Klassisch wächst die benötigte Rechenzeit exponentiell mit der Größe der
Zahl, mit Shors Algorithmus dagegen benötigt man nur noch eine polynomielle Re-
chenzeit - eine ungeheure Verbesserung. In der Folge wurden noch weitere vorteilhafte
Algorithmen gefunden, wie etwa der Grover-Algorithmus2 zur Suche in Datenbanken

1auch wenn diese nicht direkt ausgelesen werden können.
2allerdings hat dieser Algorithmus „nur“ eine quadratische Verbesserung hinsichtlich der Rechenzeit

zur Folge, was allerdings bei großen Datenbanken immer noch sehr vorteilhaft ist.
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[Grover, 1996], mit denen wir uns hier jedoch nicht weiter beschäftigen werden.

So wurden notwendige Kriterien für die experimentelle Realisierung eines Quantencom-
puters aufgestellt [DiVincenzo, 2000], die wir hier kurz inhaltsgetreu wiedergeben möch-
ten:

1. Qubits: Wir benötigen ein physikalisches System mit wohldefinierten Qubits, die
auch in Superpositionszuständen und verschränkten Zuständen präpariert werden
können. Der Zustand von N Qubits lässt sich dann wie folgt beschreiben:

|Ψ〉 =
1∑

k1,...,kN=0

|k1〉 ⊗ |k2〉 ⊗ · · · ⊗ |kN〉 (1.1)

Oft werden zur Vereinfachung der Notation die Tensorproduktsymbole ⊗ wegge-
lassen, und es wird einfach |k1, k2, . . . , kN〉 geschrieben. Um die Eigenschaft der
Superposition für die Algorithmen der Quanteninformationsverarbeitung nutzen
zu können, müssen die Qubits zudem von störenden Einflüssen der Umgebung
abgeschirmt werden, sie benötigen also hinreichend lange Dekohärenzzeiten.

2. Präparieren: Man benötigt die Möglichkeit, die Qubits mit Wahrscheinlichkeit
gleich 1 in einen bestimmten Anfangszustand zu initialisieren, z.B. alle Qubits
werden im Zustand |0〉 präpariert.

3. Menge universeller Quantengatter: Für die kontrollierte Manipulation der
Qubits benötigen wir die Möglichkeit der Durchführung von unitären Operatio-
nen U auf |Ψ〉. Es lässt sich zeigen [Barenco u. a., 1995], dass jedes beliebige U
sich zerlegen lässt in eine Folge bestehend ausschließlich aus Gattern zugehörig
einer Menge universeller Quantengatter. Können wir also die Gatter dieser Menge
durchführen, so können wir jede beliebige Rechenoperation als eine Folge dieser
Teiloperationen durchführen. Weiter kann man zeigen, dass alle Mengen dieser uni-
versellen Quantengatter äquivalent zueinander sind, üblicherweise bestehen diese
aus einem Zwei-Qubit-Gatter sowie zusätzlich einer bestimmten Menge an Ein-
Qubit-Gattern. Es sei bemerkt, dass die Implementierung der Zwei-Qubit-Gatter
in der Regel der bedeutend schwierigere Teil ist, da diese eine zustandsabhängi-
ge Wechselwirkung zweier Qubits miteinander erfordern. Dies bedeutet aber auch,
dass jegliche andere Wechselwirkung mit den restlichen Qubits oder der Umgebung
vermieden werden muss, da sonst die Zwei-Qubit-Operation nicht mehr reversibel,
also auch nicht mehr unitär ist.

4. Auslesen: Um ein Ergebnis des Algorithmus zu erhalten, benötigt man eine Mög-
lichkeit, den Zustand nach Beendigung des Algorithmus auszulesen, also eine Mes-
sung des physikalischen Zustandes. Dies ist aber eine irreversible Projektion (eine
nicht-unitäre Operation) des Zustandes jedes einzelnen Qubits auf seine ortho-
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gonale Basis {|0〉 , |1〉}, bei der mögliche Superpositionszustände verloren gehen3.
Bei der Messung erhalten wir also nur die binäre Information (haben aber na-
türlich trotzdem den Vorteil, alle möglichen Superpositionszustände während des
Algorithmus zu nutzen).

5. Skalierbarkeit: Der Aufwand um Quantengatter durchzuführen, Messungen zu
machen usw. darf nicht exponentiell mit der Anzahl der Qubits wachsen, um die
Vorteile der Quantenalgorithmen nicht zunichte zu machen. Insbesondere dürfen
die Fehler bei der Durchführung der Operationen nicht exponentiell mit der Anzahl
der Qubits wachsen. Die Durchführung einer Quanten-Fehlerkorrektur [Shor, 1995;
Steane, 1996] gewährleistet dies, so lange die Fehler einzelner Operationen unter
einer gewissen Fehlerschwelle in der Größenordnung von 10−4 liegen.

Insbesondere die letzte Anforderung stellt für die experimentelle Umsetzung eines Quan-
tencomputers eine große Herausforderung dar. Die im System enthaltene Information
muss während der Rechnung vor äußeren Störeinflüssen geschützt bleiben, weswegen die
experimentellen Methoden besser werden, um die Qubits besser vor dem Einfluß der
Umgebung zu schützen und die Information sensitiver zu messen.

Ionenfallen-Quantencomputer

In der Vielzahl aller für die Umsetzung eines Quantencomputer vorgeschlagenen physika-
lischen Systeme sind in elektromagnetischen Fallen gefangene ionisierte Atome zur Zeit
eines der vielversprechendsten. Die experimentellen Techniken zur Kontrolle und Mani-
pulation des Quantenzustandes einzelner Ionen (oder allgemeiner Atomen) sind dabei in
den in den Gebieten der Präzisionsspektroskopie und der Atomuhren entwickelt worden,
mit denen heutzutage die genauesten Messungen erzielt werden [Wineland u. a., 1983;
Blatt u. a., 1992; Thompson u. a., 1997; Leibfried u. a., 2003a]. Die gleichen Techniken
können dabei auch für die Manipulation einzelner Ionen im Rahmen der Quanteninfor-
mation genutzt werden. Die Qubits bestehen dabei aus zwei internen Energieniveaus
eines ionisierten Atoms, so beispielsweise aus verschiedenen Niveaus der Zeemanaufspal-
tung oder Hyperfeinstruktur des Grundzustandes oder anderer metastabiler Zustände,
die faktisch sehr lange Dekohärenzzeiten aufweisen. Ionenfallen arbeiten zudem im Ul-
trahochvakuum, so dass eine Wechselwirkung mit der Umgebung weitestgehend vermie-
den wird, und nur noch auf Stöße mit Restgasatomen, ungewollten Hintergrundfeldern,
Ladungsschwankungen und Bildladungen auf den Elektroden reduziert wird.

Die Präparation der Qubits erfolgt mit Hilfe der Technik des optischen Pumpens. Dabei
wird ein Laser resonant zu einem Übergang vom Zustand |1〉 in einen Hilfszustand |h〉
eingestrahlt. |h〉 ist ein weiteres Energieniveau des Atoms, das jedoch nur eine kurze

3Natürlich ist es möglich, die Koeffizienten α und β aufwändig durch mehrere Messungen in wieder-
holten Experimenten über die Bornsche Regel annähernd zu bestimmen.
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|0 |1

(c) Ein-Qubit-Gatter

Abbildung 1.1: Initialisierung eines Qubits in Atomen oder Ionen (a) im Zustand |0〉
geschieht mit Hilfe der Technik des optischen Pumpens. Dabei wird mit einem starken
Laser der Übergang von |1〉 nach |h〉 getrieben, von wo aus jede Population schnell in |0〉
zerfällt. Das Auslesen der Quanteninformation (b) geschieht mit einem stark getriebenen
Übergang von |0〉 erneut in ein Hilfsniveau |h′〉, das wieder rasch in den Grundzustand
|0〉 zerfällt. Detektiert man Fluoreszenzlicht, so weiß man mit Sicherheit, dass das System
sich im Zustand |0〉 befindet. Ein-Qubit-Operationen (c) werden in der Regel mit Hilfe
von Zwei-Photon-Raman-Übergängen realisiert, mit denen Rabi-Oszillationen zwischen
den beiden Zuständen |0〉 und |1〉 getrieben werden.

Lebensdauer aufweist, so dass das Atom nach Anregung in den Zustand |h〉 sofort in
den Zustand |0〉 zerfällt. Nach kurzer Zeit wurde die gesamte Population des Zustandes
|1〉 so in den Zustand |0〉 „gepumpt“.

Für das Auslesen benötigt man erneut ein Hilfsniveau |h′〉, welches eine Übergangs-
frequenz von |0〉 nach |h′〉 hat, so dass es keinen entsprechenden Übergang von |1〉 in
ein anderes, höheres Energieniveau mit der gleichen Frequenz gibt. Der Zustand |h′〉
soll dabei erneut schnell in den Zustand |0〉 zerfallen. Befindet sich das Qubit also im
Zustand |1〉 und man strahlt mit dem Laser dieser Frequenz ein, so gibt es keinen re-
sonanten Übergang zu einem höheren Energieniveau, und das Atom bleibt im Zustand
|1〉. Befindet es sich dagegen im Zustand |0〉, so wird es in das Niveau |h′〉 gehoben, von
wo es Photonen sowohl zurück in die Lasermode (stimulierte Emission) als auch in alle
Raumrichtungen emittieren kann (spontane Emission), wodurch es mit einem optischen
System detektiert werden kann4.

Ein-Qubit-Operationen werden durch Adressierung einzelner Qubits durch stark fokus-
sierte Laserstrahlen realisiert, mit denen Rabi-Oszillationen getrieben werden. In der
Regel geschieht dies mit Hilfe von Raman-Übergängen. Zwei-Qubit-Operationen benö-
tigen dagegen wie bereits erwähnt eine Wechselwirkung der Ionen untereinander, die

4Deswegen ist die kurze Lebensdauer des Niveaus wichtig, um ein starkes Signal zu erhalten.
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zudem abhängig von dem Zustand mindestens eines Qubits sein muss. In den bisherigen
Vorschlägen zur Umsetzung eines Ionen-Quantencomputers wird diese mit der Hilfe der
externen Freiheitsgrade umgesetzt, so dass eine Untersuchung der Bewegungsmoden der
gefangenen Moden notwendig ist.

Paulfallen vs. Penningfallen

Während in Paulfallen eine erste experimentelle Realisierung einzelner Bausteine eines
Quantencomputers bereits erfolgreich umgesetzt wurde, einschließlich der Demonstration
eines Zwei-Qubit-Gatters [Leibfried u. a., 2003b; Schmidt-Kaler u. a., 2003], bleibt die
Frage nach der Skalierung des Systems bis jetzt noch ungelöst. So gibt es zwar Vorschläge
zur Vergrößerung des Systems wie etwa die Verwendung von Arrays aus Mikrofallen
[Cirac und Zoller, 2000] oder die Auftrennung des Quantencomputers in eine Prozessor-
und eine Speicherregion [Kielpinski u. a., 2002], jedoch treten dadurch andere Probleme
auf wie etwa das des schnellen, kohärenten Transportes eines Ions von einer in eine
andere Region des Quantencomputers [Reichle u. a., 2006; Huber u. a., 2008].

Eine Möglichkeit, um eine größere Anzahl an Ionen für Quanteninformationsverarbei-
tung zu nutzen, wäre die Ausweitung der bisherigen Konzepte und Techniken auf höhere
Dimensionen. So lassen sich zweidimensionale Ionenkristalle in Paulfallen beobachten
[Diedrich u. a., 1987; Walther, 1994], man stellt aber fest, dass die Stabilität größerer
Kristalle durch ein Aufheizen der Ionen aufgrund der von der Radiofrequenz (RF) ge-
triebenen Mikrobewegung limitiert ist [Blümel u. a., 1988]. So konnte beispielsweise im
Inneren eines Plasmas aus 40 000 40Ca+-Ionen keine kristalline Struktur nachgewiesen
werden [Hornekær und Drewsen, 2002]. Zudem sind durch Ladungsfluktuationen hervor-
gerufene, zeitlich veränderliche Potentiale auf den Elektrodenoberflächen eine Ursache
für Dekohärenzeffekte. Zwar sind diese bei den bisherigen Fallen noch in einer vertret-
baren Größenordnung, jedoch skaliert die Stärke dieser Dekohärenzeffekte sehr stark
mit der Fallengröße [Deslauriers u. a., 2006; Turchette u. a., 2000], die ja zur besseren
Kontrolle der Ionen immer weiter verringert wird.

Im Gegensatz zu Paulfallen benutzen Penningfallen nur statische elektrische und magne-
tische Felder für den Teilcheneinschluß. De shalb können in Penningfallen einfach sehr
große Ionenkristalle (N > 106) gefangen und gekühlt werden, da die Ionen nicht durch
RF-Felder aufgeheizt werden. Entlang der Magnetfeldachse ist die Bewegung von Ionen
in einer Penningfalle eine einfach harmonische Schwingung, die Bewegung in der dazu
senkrechten radialen Ebene ist jedoch komplizierter (bei der Paulfalle ist die Bewegung
in alle drei Raumrichtungen näherungsweise harmonisch). Dadurch werden komplizier-
tere Aufbauten für die Laserkühlung erforderlich, welche zudem aufgrund der großen
Zeeman-Aufspaltung der atomaren Energieniveaus in den hohen Magnetfelder (etwa 1
bis 5 Tesla) der Falle eine sorgfältigere Untersuchung benötigen, so dass es bisher kaum
Experimente im Rahmen der Quanteninformationsverarbeitung mit Penningfallen gibt.
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Abbildung 1.2: Planarer Ionenkristall mit hexagonaler Gitterstruktur in einer Penningfal-
le. Der Kristall rotiert mit der Frequenz ωr. Ein Zwei-Qubit-Gatter soll nun mit Hilfe eines
amplitudenmodulierten Lasers implementiert werden, welcher zwischen zwei Ionen senk-
recht zur radialen Ebene fokussiert wird. Die Abbildung wurde aus [Taylor und Calarco,
2007] entnommen.

So gibt es einen Vorschlag zu miniaturisierten, planaren Penningfallen [Ciaramicoli u. a.,
2003; Stahl u. a., 2005; Bushev u. a., 2008], und auch theoretische Vorschläge zur Ver-
wendung von großen Ionenkristallen in Penningfallen für Quantensimulation und Quan-
teninformationsverarbeitung [Porras und Cirac, 2006; Taylor und Calarco, 2007], sowie
neuere experimentelle Untersuchungen von Zwei-Ionen-Kristallen in einer Penningfalle
[Crick u. a., 2008].

Quanteninformationsverarbeitung mit Ionenkristallen in einer Penningfalle

Wir wollen im Folgenden beruhend auf den Vorschlägen von Porras und Cirac sowie
Taylor und Calarco skizzieren, wie sich zweidimensionale Ionenkristalle für die Quanten-
informationsverarbeitung verwenden lassen. Ein in einer Penningfalle gefangenes Plasma
aus Ionen rotiert im Magnetfeld der Falle. Mit Hilfe eines Kühllasers sowie mit zusätzli-
chen rotierenden asymetrischen elektrischen Wechselfeldern kann die Rotation des Plas-
mas reduziert und kontrolliert werden [Huang u. a., 1998]. Mittels Laserkühlung erreicht
man den Bereich weniger Millikelvin, so dass das Plasma sich zu einem Ionenkristall
formiert, welcher bei geeignet gewählter Elektrodenspannung und Rotationsfrequenz ein
zweidimensionales Gitter mit hexagonaler Struktur bildet. Typische Gitterabstände sind
in der Größenordnung von 10 µm, so dass mit Hilfe eines senkrecht zur Kristallebene
eingestrahlten Lasers eine Einzeladressierung von Ionen möglich ist. Damit lassen sich
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die für Quanteninformationsverarbeitung benötigten Prozesse wie Zustandspräparation,
Auslesen sowie Ein-Qubit-Operationen durchführen.

Problematisch ist dagegen die Umsetzung eines Zwei-Qubit-Gatters. Wir benötigen da-
zu eine zustandsabhängige Wechselwirkung, die wir mit Hilfe eines zwischen zwei Ionen
fokussierten, nicht-resonanten Laserstrahls umsetzen wollen. Da der Kristall aber bei
den erreichbaren Temperaturen immer noch viele Gitterschwingungen hat, benötigen
wir eine Konzeption eines Zwei-Qubit-Gatters, welche robust gegenüber der Anwesen-
heit von Phononen ist. Dazu benötigen wir eine Untersuchung der Schwingungsmoden
des Ionenkristalls. Wichtig ist davor aber die Untersuchung, wie Ionenkristalle in einer
Penningfalle enstehen, und welchen physikalischen Randbedingungen diese unterworfen
sind, und wie diese zu den Anforderungen des Gatters passen. So benötigt beispielsweise
der Laserstrahl eine gewisse Zeit zur Wechselwirkung mit den Ionen, um die gewünsch-
ten Gatteroperationen durchführen zu können. Da dieser aber nicht mit den rotierenden
Ionen mitgeführt werden soll , muss die Gatterzeit viel kürzer sein als das Inverse der
Rotationsfrequenz, τgate � ω−1

r , so dass folglich eine möglichst geringe Rotationsge-
schwindigkeit des Kristalls wünschenswert ist.



Kapitel 2

Ionenkristalle in einer Penningfalle

2.1. Funktionsweise der Penningfalle

Aus der Elektrodynamik ist bekannt, dass keine stabile Gleichgewichtsposition für ge-
ladene Teilchen in einem statischen elektrischen Feld existiert [Earnshaw, 1842]. Dies
lässt sich einfach aus der Laplace-Gleichung ∇2φ = 0 ersehen, deren Lösungen keine
lokalen Minima und Maxima annehmen dürfen. Um ein geladenenes Teilchen in einer
Raumregion zu fangen, benötigen wir also mehr als nur ein elektrostatisches Feld. Dazu
kann man ein zusätzliches elektrisches Wechselfeld anlegen wie bei der Paulfalle, oder
ein zusätzliches statisches Magnetfeld wie bei der Penningfalle, mit deren Aufbau wir
uns im folgenden beschäftigen wollen.

2.1.1. Aufbau

Die Penningfalle hat ähnlich wie die Paulfalle einen Aufbau aus drei Elektroden, beste-
hend aus zwei Endkappen und einer Ringelektrode. Im Gegensatz zur Paulfalle verwen-
det die Penningfalle aber kein elektromagnetisches Wechselfeld im Radiofrequenzbereich,
sondern ein starkes homogenes Magnetfeld für den Einschluß in radialer Richtung.

Eine ideale Penningfalle hat unendlich ausgedehnte Hyperboloiden als Elektroden, wo-
durch die mathematische Beschreibung des elektrischen Feldes relativ einfach ist. Eine
reale Penningfalle unterscheidet sich dagegen von der idealen Penningfalle aufgrund der
endlichen Ausdehnung, der abweichenden Fallengeometrie, Fehler in der Konstruktion
der Elektroden, Ausrichtungsfehler im magnetischen Feld, oder anderen Störungen wie
Restgasatome, Bildladungen auf den Elektroden oder äußere Störfelder. Der Einfluß all
dieser zusätzlichen Terme ist Gegenstand zahlreicher Untersuchungen [Brown und Ga-
brielse, 1986; Gosh, 1995].
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Abbildung 2.1: Links eine Penningfalle mit hyperbolischen Elektroden. Diese hat dadurch
ein fast ideales Quadrupolpotential, lediglich die endliche Ausdehnung der Elektroden trägt
einen Fehler bei. Rechts eine Penning-Malmberg-Falle mit Elektroden in Zylindermantel-
form. Das Potential ist dadurch nur in einem kleinen Bereich in der Fallenmitte ein beinahe
perfektes Quadrupolpotential, dieses genügt aber für die meisten experimentellen Zwecke.
Dafür hat man einen sehr guten optischen Zugriff von Seiten der offenen Zylinderdeckel.

So finden zwei verschiedene Arten von Penningfallen Verwendung im Experiment, die
beide in Abbildung 2.1 dargestellt sind. In Teilabbildung 2.1a ist eine Penningfalle mit
hyperbolischen Elektroden dargestellt, deren tatächliches Feld dem einer idealen Pen-
ningfalle sehr nahe kommt. Die Abweichungen kommen hier hauptsächlich von der endli-
chen Größe der Elektroden. Eine andere Möglichkeit der Realisierung ist die sogenannte
Penning-Malmberg-Falle (Abbildung 2.1b), bei der die Elektroden Zylindermäntel sind.
Hier treten natürlich größere Abweichungen aufgrund der von den Hyperboloiden abwei-
chenden Geometrie auf. Andererseits hat diese Fallenkonstruktion andere Vorteile wie
beispielsweise eine einfachere Konstruktion, einen sehr guten Zugriff von den offenen
Zylinderdeckelflächen,was das Laden der Falle mit Ionen oder anderen elektrisch gelade-
nen Teilchen sowie die optische Manipulation und Detektion wesentlich vereinfacht. Des
weiteren ermöglicht die zylindrische Geometrie eine analytische Berechnung der elek-
trostatischen Potentiale und damit der benötigten Kompensation der Anharmonizitäten
im Falleninneren mit Hilfe zusätzlicher Elektroden (diese sind in Abbildung 2.1b nicht
dargestellt). Wir wollen also im folgenden im Falleninneren perfekt harmonische elektro-
statische Potentiale und ein perfekt homogenes Magnetfeld annehmen, und uns daher
nur mit dem Modell der idealen Penningfalle beschäftigen.

Die ideale Penningfalle hat unendlich ausgedehnte Elektroden in Form von Rotations-
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hyperboloiden, deren Gleichungen gegeben sind durch:

r2

r2
0

− z2

z2
0

= 1,
z2

z2
0

− r2

r2
0

= 1. (2.1)

Dabei haben wir wie im folgenden angenommen, dass die z-Achse mit der Rotationsachse
der Falle zusammenfällt. Die linke Gleichung gilt dabei für die Ringelektrode, die rechte
für die Endkappen. r0 ist der Radius der Ringelektrode, und z0 ist der halbe Abstand
zwischen den Endkappen, wobei r0 =

√
2z0 gilt. Um positiv geladene Ionen zu fangen,

legen wir eine positive Spannung U zwischen den Endkappen und der Ringelektrode an.
Dadurch erhalten folgendes elektrostatisches Quadrupolpotential:

φ =
U

2z2
0 + r2

0

(2z2 − r2) (2.2)

Die Ionen erfahren dabei in z-Richtung eine elektrische Kraft zur Fallenmitte hin, welche
proportional zum Abstand von der Fallenmitte ist. Dies führt zu einer harmonischen
Oszillation der Ionen in axialer Richtung. Gleichzeitig aber führt dies zu einer nach außen
drückenden Kraft in radialer Richtung, die Teilchen wollen aus der Falle entkommen.
Zum Fangen der Teilchen benötigen wir also noch einen radialen Einschluß. Diesen wollen
wir durch ein starkes homogenes Magnetfeld in z-Richtung gewährleisten, das wir mit
Hilfe des Vektorpotentials (siehe z.B. [Jackson, 2002]) schreiben als

~A =
1

2
~B × ~r, (2.3)

wobei das Magnetfeld ~B gegeben ist durch ~B = Bêz. Das Magnetfeld allein bewirkt ein
Festhalten der Teilchen auf Kreisbahnen, den sogenannten Zyklotronbahnen. Damit ist
keine freie Bewegung mehr möglich, ein Teilchen mit einer endlichen Geschwindigkeit
kann nicht aus der Falle entkommen. Jedoch gilt es noch, das nach außen drückende
elektrische Feld zu beachten. Dann erhält man den Fall von gekreuzten elektrischen
und magnetischen Feldern, und wir bekommen eine ~E × ~B-Drift, also eine Bewegung in
der radialen Ebene um die z-Achse herum, was zu der sogenannten Magnetronbewegung
führt. Durch diese Drift wird gleichzeitig auch die Frequenz der Zyklotronbewegung ver-
mindert. Insgesamt haben wir also eine Überlagerung von Zyklotronbewegung und der
Magnetronbewegung in der radialen Ebene, was in einer Bewegung in epizyklischen Bah-
nen resultiert. Die Einzelteilchenbewegung wollen wir im folgenden Abschnitt genauer
untersuchen.

2.1.2. Einzelteilchendynamik

Wir wollen in diesem Abschnitt die klassische Einzelteilchendynamik untersuchen. Der
Lagrange-Operator für ein einfach geladenes Teilchen1 mit der Masse m in einer idealen

1Die folgenden Untersuchungen lassen sich einfach auf mehrfach geladene Teilchen verallgemeinern,
indem man e mit Ze ersetzt, wobei Z die Ladungszahl ist. Wir beschränken uns aber der Einfachheit
halber auf den Fall Z = 1.
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Penning-Falle ist gegeben durch:

L =
m

2
ṙ2 + e(ṙ× (∇× ~A)) · ~r − eφ

=
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +

eB

2
(xẏ − yẋ)− eU

d2
0

(2z2 − x2 − y2) (2.4)

Hierbei haben wir die Parameter z0 und r0 zu d0 =
√

2z2
0 + r2

0 zusammengefasst. Mit
Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen [Landau und Lifschitz, 1997,2007] erhalten wir
folgende Bewegungsgleichungen:

ẍ = ωcẏ +
1

2
ω2

zx (2.5a)

ÿ = −ωcẋ +
1

2
ω2

zy (2.5b)

z̈ = −ω2
zz (2.5c)

Dabei sind die axiale Frequenz ωz und die Zyklotronfrequenz ωc wie folgt definiert:

ωz =

√
4eU

md2
0

, ωc =
eB

m
. (2.6)

Die axiale Bewegungsgleichung (2.5c) ist entkoppelt von den anderen Bewegungsglei-
chungen, und wir können diese einfach lösen (es handelt sich um eine einfache harmoni-
sche Schwingung). Die Lösung lässt sich also schreiben als:

z(t) = Az cos(ωzt + φz) (2.7)

Die Bewegungsgleichungen in der radialen Ebene (2.5a,2.5b) sind dagegen gekoppelt und
müssen auf andere Weise gelöst werden. Dazu definieren wir eine neue Variable u = x+iy
und erhalten folgende Gleichung für die radiale Bewegung:

ü = −iωcu̇ +
1

2
ω2

zu (2.8)

Wählen wir den Ansatz u = Ae−iωt, und setzen diesen in (2.8) ein, so finden wir zwei
Lösungen mit den beiden Frequenzen:

ω+ =
ωc

2
+ ω1 (2.9)

welche als modifizierte Zyklotronfrequenz 2 bezeichnet wird, und

ω− =
ωc

2
− ω1, (2.10)

2Die entsprechende Bewegung wird oft nur mit Zyklotronbewegung bezeichnet, da klar ist, dass eine
Bewegung mit der „freien“ Zyklotronfrequenz aufgrund des elektrischen Feldes nicht möglich ist.
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welche als Magnetronfrequenz bezeichnet wird. Hierbei haben wir folgende Ersetzung
gewählt:

ω1 =
1

2

√
ω2

c − 2ω2
z (2.11)

Die allgemeine Lösung schreibt sich also als:

u(t) = A+e−iω+t + A−e−iω−t. (2.12)

Aus (2.11) erhalten wir unmittelbar eine Bedingung dafür, dass die Bewegung gebunden
ist. Die Frequenzen müssen reel bleiben, da sonst ein exponentielles Wachstum in der
Lösung auftritt. Dies ist aber gerade gleichbedeutend mit der Bedingung

ωc >
√

2 ωz (2.13)

Die allgemeine Lösung können wir mit A± = R±eiφ± , R± ∈ R noch umschreiben, in-
dem wir einfach Real- und Imaginärteil bilden und erhalten somit die allgemeine Lösung
für die Koordinaten:

x(t) = R+ cos(−ω+t + φ+) + R− cos(−ω−t + φ−) (2.14a)
y(t) = R+ sin(−ω+t + φ+) + R− sin(−ω−t + φ−) (2.14b)

R+ ist dabei der Radius der Zyklotronbewegung, und R− ist der Radius der Magnetron-
bewegung. Unter üblichen experimentellen Bedingungen findet man häufig: R− > R+.

Alle drei Bewegungen, axiale Bewegung, Zyklotron- und Magnetronbewegung, sind von-
einander unabhängig, die resultierende Bewegung ist also eine Überlagerung von Epi-
zyklen in der radialen Ebene mit einer harmonischen axialen Schwingung. Ein Beispiel
einer berechneten Trajektorie mit typischen Parametern ist in Abbildung 2.2 gegeben.

Wir wollen nun noch den Hamiltonoperator des Systems bestimmen, da dieser für spätere
Überlegungen unser Ausgangspunkt sein wird. Dazu bestimmen wir die kanonischen
Impulse ~p mit

~p =
∂L
∂ṙ

= mṙ + e ~A (2.15)

und erhalten somit folgenden Hamiltonoperator:

H = ṙ · ∂L
∂ṙ

− L =
1

2m
(~p− e ~A)2 + eφ

=
1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z)−
ωc

2
(xpy − ypx) +

m

2
ω2

1(x
2 + y2) +

m

2
ω2

zz
2 (2.16)

An dem quadratischen Potentialterm in x und y können wir nun einfach erkennen, dass
das Magnetfeld einen bindenden Charakter für die Bewegung in der radialen Ebene hat,
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Abbildung 2.2: Berechnete Trajektorie eines einzelnen Teilchens in einer idealen Penning-
falle. Die Bewegung ist eine Überlagerung zwischen axialer harmonischer Schwingung und
radialen Epizyklen, die sich aus der Überlagerung von Magnetron- und Zyklotronbewegung
ergeben. Siehe dazu auch Abbildung 2.3.

ω+

ωz

ω−

Abbildung 2.3: Die Bewegung lässt sich als Überlagerung einer harmonische Schwingung
in axialer Richtung mit Frequenz ωz sowie der radialen Bewegung darstellen. Die Bewegung
in der radialen Ebene ist eine Überlagerung zwischen zwei Kreisbewegungen, der Magne-
tronbewegung mit Rotationsfrequenz ω−, sowie der Zyklotronbewegung mit Frequenz ω+.
Hier ist der übliche Fall dargestellt, bei dem der Radius der Magnetronbewegung größer
ist als der der Zyklotronbewegung.
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einzig vorausgesetzt natürlich dass ω1 reel bleibt, also das Magnetfeld hinreichend stark
ist im Vergleich zum elektrischen Feld.

Der Hamiltonoperator (2.16) enthält noch Terme, in denen Koordinaten und Impulse
gekoppelt sind. Wir wollen diese mit Hilfe einer kanonischen Transformation gegeben
durch

q+ =
1√
2
(αx− py/α) p+ =

1√
2
(αy + px/α) (2.17a)

q− =
1√
2
(αx + py/α) p− =

1√
2
(−αy + px/α) (2.17b)

entkoppeln, wobei wir α =
√

mω1/2 gewählt haben. Die z-Komponente haben wir un-
verändert gelassen, da die Bewegung in axialer Richtung von der in der radialen Ebene
entkoppelt. Der Hamiltonoperator für die radiale Bewegung ist dann gegeben durch:

Hrad =
ω+

2
(p2

+ + q2
+)− ω−

2
(p2

− + q2
−) (2.18)

Hierbei ist deutlich hervorzuheben, dass die Magnetronbewegung einen negativen Ener-
giebeitrag hat. Entzieht man also der Magnetronbewegung Energie, so vergrößert das
Teilchen den Bahnradius und damit auch die Teilchengeschwindigkeit. Das Teilchen
kann dann durch äußere Störungen eine Umverteilung der Energie von der Magnetron-
in die anderen Freiheitsgrade der Bewegung erfahren, oder durch dissipative Effekte,
wie zum Beispiel Stöße mit Restgasatomen oder Abstrahlung von Photonen, Energie
aus der Magnetronbewegung verlieren. Es entfernt sich also durch solche Prozesse weiter
vom Fallenzentrum, ist also instabil bezüglich solcher dissipativer Prozesse. Jedoch ist
die Kopplung mit der Umgebung ausreichend schwach, so dass Dämpfungszeiten in der
Größenordnung von Jahren bestehen [Brown und Gabrielse, 1986]. Der negative Ener-
giebeitrag der Magnetronbewegung wird aber später noch bei der Untersuchung der
Kühlung (Kapitel 2.2.3) eine wichtige Rolle spielen.

Die Bewegung eines geladenen Teilchens in einer Penningfalle kann also durch drei un-
gekoppelte harmonische Oszillatoren beschrieben werden.

Es bleibt die Frage, welche der Bewegungen quantisiert beschrieben werden müssen.
Dies hängt von der mittleren Besetzung der Moden der drei harmonischen Oszillatoren
ab, und wie diese mit der thermischen Hohlraumstrahlung in der Falle koppeln. Zudem
hängt es davon ab, ob eine Kopplung mit externen Resonatoren vorliegt. So werden bei-
spielsweise in Experimenten mit Elektronen (oder Positronen) oft die Bewegungsmoden
über eine externe Kopplung getrieben, so dass die Moden sehr hohe Besetzungszah-
len aufweisen und eine klassische Beschreibung ausreicht. Die Zyklotronbewegung hat
bei niedrigen Temperaturen jedoch immer nur geringe Besetzungszahlen3, so dass hier

3Für Messungen der Besetzungszahl der Zyklotronbewegung bei Positronen siehe z.B. Schwinberg u. a.
[1981]
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eine quantisierte Beschreibung notwendig wird. Die Magnetronbewegung ist aufgrund
der langen Lebensdauer nur äußerst schwach mit der Hintergrundstrahlung gekoppelt
und kann deswegen ausreichend mit den klassischen Bewegungsgleichungen beschrieben
werden.

Jedoch ist nicht klar, wie sich dies auf den Mehrteilchenfall überträgt, so dass dies
ebenfalls eine gründlichere Untersuchung der Bewegungsmoden für mehrere Ionen mo-
tiviert.

2.2. Ionenplasmen

Wir wollen uns nun der Beschreibung von mehreren Teilchen in einer Penningfalle zuwen-
den. Hat man ein statistisches Ensemble mehrerer geladener Teilchen, die sich frei relativ
zueinander bewegen können, so wird dieses als Plasma bezeichnet. Bei höheren Tempe-
raturen wird also eine Ionenwolke durch die thermodynamischen Eigenschaften eines
ein-komponentigen Plasmas, eines sogenannten OCP (vom Englischen one-component
plasma), beschrieben. Bei tieferen Temperaturen gibt es allerdings Phasenübergänge zu
einer fluiden und bei noch tieferen Temperaturen zu einer kristallinen Phase, worauf wir
in Abschnitt 2.3 eingehen werden.

Doch zuvor sollen in Tabelle 2.2 noch einige Beispiele für stark gekoppelte Plasmen aus
verschiedenen Gebieten der Physik angegeben werden, ohne jedoch auf die Details der
Beschreibung eingehen zu können. Die Werte sind aus Ichimaru u. a. [1987] entnommen,
und es wird für eine detaillierte Diskussion hierauf sowie auf die dortigen Literaturan-
gaben verwiesen.

2.2.1. Rotation und Dichte des Plasmas

Erhaltung des Gesamtdrehimpulses

Der Hamiltonoperator für N Ionen in Zylinderkoordinaten (r, θ, z) ist gegeben durch:

H =
N∑

i=1

(pr
2
i

2m
+

(pθi − eAθ(ri)ri)
2

2mr2
i

+
pz

2
i

2m

)
+

eU

d2
0

N∑
i=1

(2z2
i − r2

i ) +
e2

4πε0

N∑
i,j=1
i<j

1

|ri − rj|
(2.19)
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Beispiel Massendichte
ρ in g/cm3

Temperatur
in K

Kopplungs-
konstante Γ

Kruste von Neutronen-
sternen

> 104 107 − 108 10− 103

Innere von sonnenähnli-
chen Sternen

102 107 0.1

Elektronen auf flüssigem
Helium

- 0.1− 1 Kristallisation
bei 137

Elektron-/Ionenplasmen
in Penningfallen

10−21 − 10−12 10−3 − 1 Kristallisation
bei 174

Tabelle 2.1: Beispiele von stark gekoppelten Plasmen in verschiedenen physikalischen Sy-
stemen. Die Untersuchung der Eigenschaften des Plasmas in den jeweiligen astronomischen
Objekten ist dabei wesentlich für das Verständnis der Physik dieser Objekte. Elektronen
auf flüssigem Helium befinden sich in Oberflächenzuständen, haben deswegen eine einge-
schränkte Dimensionalität, wodurch sich die niedrigere Phasengrenze erklärt.

wobei A = Aθ(r)θ̂ das Vektorpotential in Zylinderkoordianten ist, mit Aθ(r) = Br/2.
In Gleichung (2.19) haben wir alle Fehlereffekte wie Fallengeometrie, Bildladungen etc.
vernachlässigt. Wir stellen fest, dass keiner der Terme in Gleichung (2.19) explizit von
der Zeit abhängig ist, der Hamiltonoperator selbst ist also invariant gegenüber Trans-
lationen in der Zeit und damit eine Erhaltungsgröße. Die Energie der Teilchen ist also
erhalten. Es sei bemerkt, dass die Energie, die benötigt wird, um die externen Felder
aufrechtzuerhalten, nicht im Hamiltonoperator (2.19) enthalten ist. Diese ist im allge-
meinen nicht erhalten, da die Felder der Bildladungen auf den Elektroden sowie der im
Plasma induzierten magnetischen Momente den äußeren Feldern entgegen wirken, so
dass Arbeit verrichtet werden muss, um die Felder aufrechtzuerhalten.

Die ersten beiden Terme sind nicht von der θ-Koordinate abhängig, und auch der Cou-
lombterm hängt nur von den Winkeldifferenzen θi− θj, wie wir leicht feststellen können,
wenn wir den Term 1/|ri − rj| explizit in Zylinderkoordinaten ausschreiben:

1

|ri − rj|
=

1√
r2
i + r2

j − 2rirj cos(θi − θj) + (zi − zj)2
(2.20)

Folglich ist H unabhängig von Translationen in θ,
N∑

i=1

∂H

∂θi

= 0, (2.21)

und der kanonische Gesamtdrehimpuls ist erhalten:
N∑

i=1

pθi =: L = const. (2.22)
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Dies ist natürlich nur gültig, wenn die Wechselwirkung mit der Umgebung vernachläs-
sigbar klein ist. Die Zeitskala, mit der Energie und Impuls an die Umgebung abgegeben
wird, ist jedoch wesentlich länger als wie die Zeit, in der das Plasma das thermische
Gleichgewicht erreicht, und die Energie und der Gesamtdrehimpuls sind näherungsweise
auf der betrachteten Zeitskala erhalten.

Ist das Plasma hinreichend heiß, so dass Korrelationen zwischen den Teilchen vernach-
lässigt werden können, lässt sich der thermische Gleichgewichtszustand mit Hilfe einer
Boltzmann-Verteilung beschreiben [Dubin und O’Neil, 1999]. Daraus lässt sich herlei-
ten, dass die Geschwindigkeitsverteilung einer Maxwell-Verteilung in einem rotierenden
Bezugssystem entspricht, welches mit dem Plasma rotiert. Die Rotation im thermischen
Gleichgewicht ist also scherungsfrei. Denn Scherkräfte würden wie im Falle viskoser
Flüssigkeiten die Entropie erhöhen. Das thermische Gleichgewicht ist aber gerade der
Zustand höchster Entropie, so dass also keine Erhöhung der Entropie durch Scherkräfte
mehr auftreten darf und die Rotation des Plasmas scherungsfrei verläuft. Dies wird auch
durch Messungen der Rotationsgeschwindigkeit (über die Messung der Dopplerverschie-
bung eines resonanten Überganges) eines Plasmas in Abhängigkeit vom Abstand der
Rotationsachse bestätigt [Brewer u. a., 1988].

Rotierendes Bezugssystem

Drehimpulserhaltung sowie die starre Rotation des Plasmas motivieren den Wechsel in
ein Bezugssystem Kr, welches mit der Frequenz −ω gegen das Laborsystem K rotiert4.
Da der Gesamtdrehimpuls erhalten ist, erhalten wir den Hamiltonoperator des Systems
im rotierenden Bezugssystem Kr mit Hilfe einer kanonischen Transformation

Hr = H + ωL (2.23)

Mit Gleichung (2.19) und (2.22) erhalten wir

Hr =
N∑

i=1

(pr
2
i

2m
+

(pθi − eAθ(ri)ri)
2

2mr2
i

+
pz

2
i

2m

)
+

N∑
i=1

eφtrap +
N∑

i,j=1
i<j

eφcoul + ωL

=
N∑

i=1

(pr
2
i

2m
+

(pθi −m(ωc − 2ω)r2
i /2)2

2mr2
i

+
pz

2
i

2m

)
+

N∑
i=1

[
eφtrap + mω(ωc − ω)r2/2

]
+

N∑
i,j=1
i<j

eφcoul, (2.24)

4Das Minuszeichen wurde dabei explizit herausgezogen, damit für positive Ionen das Plasma eine
positive Rotationsfrequenz erhält.
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Abbildung 2.4: Zentrifugalpotential EZf und effektives Zentrifugalpotential EeffZf im
Vergleich. Das effektive Zentrifugalpotential eines Teilchens in einer Penningfalle ist für
0 < ω < ωc positiv und weist ein Maximum bei ωc/2 auf. Das Zentrifugalpotential eines
freien Teilchens ist immer negativ und maximal für ω = 0.

wobei wir den Drehimpulsterm quadratisch ergänzt sowie Definition (2.6) verwendet
haben. Das effektive Fallenpotential im rotierenden Bezugssystem ist gegeben durch

eφeff = eφtrap + mω(ωc − ω)r2/2 =: eφtrap + φr, (2.25)

wobei wir den zweiten Term φr im folgenden als effektives Zentrifugalpotential bezeich-
nen wollen. Weiter ist die effektive Zyklotronfrequenz gegeben durch

ω′
c = (ωc − 2ω). (2.26)

Es ist dabei zu betonen, dass ω im allgemeinen ungleich der Rotationsfrequenz des Plas-
mas ist. Wir sehen, dass es dadurch ein besonders ausgezeichnetes Bezugssystem gibt,
nämlich für ω = ωc/2 ist gerade das effektive Zentrifugalpotential maximal und die ef-
fektive Zyklotronfrequenz verschwindet, da sich der Zyklotronterm mit der Corioliskraft
weghebt. Betrachten wir die Abhängigkeit des effektiven Zentrifugalpotentials von der
Rotationsfrequenz (Abbildung 2.4a), so finden wir, dass dieses einen ähnlichen Verlauf
hat wie das gewöhnliche Zentrifugalpotential eines freien Teilchens (Abbildung 2.4b),
nur dass der Scheitelpunkt der Parabel verschoben ist. Also können wir das mit ωc/2
rotierende Bezugssystem als effektives Ruhesystem auffassen.

In der Tat, betrachten wir die Bewegung eines einzelnen Teilchens erneut, aber diesmal
aus dem effektiven Ruhesystem heraus betrachtet, so stellen wir fest, dass es dort durch
eine einfach harmonische Bewegung durchführt. Die Bewegung ist beschrieben als Über-



20 2.2 Ionenplasmen

(a) Geschlossene Bewegung eines
Teilchens im Laborsystem

(b) Bewegung im rotierenden Be-
zugssystem

(c) Ungeschlossene Bewegung eines
Teilchens im Laborsystem

(d) Bewegung im rotierenden Be-
zugssystem

Abbildung 2.5: Betrachtet man die Bewegung im Laborsystem, so durchlaufen die Teilchen
Epizyklen, also eine Überlagerung zweier Kreisbewegungen mit unterschiedlicher Frequenz.
Von einem mit ωc/2 rotierenden Bezugssystem stellt sich die Bewegung dagegen einfach
als geschlossene Ellipse dar. Dies lässt sich auch als Überlagerung zweier Kreisbewegungen
mit gleichen Radien wie zuvor darstellen, allerdings beide mit gleicher, aber gegensinni-
ger Rotationsfrequenz, was gerade eine Ellipse ergibt. Dies gilt auch für ungeschlossene
Bewegungen (siehe unten).
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lagerung zweier harmonischer Schwingungen mit der Frequenz ω1. Wir wollen diese in
einer zirkularen Basis darstellen, und erhalten folglich zwei Rotationen, einmal mit +ω1

und einmal mit −ω1. Die Vorgehensweise ist dabei analog zur Polarisation des Lichtes,
wo der Basiswechsel zwischen linearer und zirkularer Polarisation wohlbekannt ist. Wir
erhalten also je nach Amplitude der beiden Schwingungen eine lineare Bahn (beide Am-
plituden gleich), eine kreisförmige Bahn (eine der Amplituden ist Null) oder allgemein
eine elliptische Bahnkurve. Für die Rücktransformation ins Laborsystem müssen wir zu
beiden Frequenzen zusätzlich ωc/2 addieren, so dass die beiden Schwingungen im La-
borsystem die Frequenzen ωc/2 + ω1 und ωc/2 − ω1 annehmen. Dies sind aber gerade
die modifizierte Zyklotronfrequenz (2.9) sowie die Magnetronfrequenz (2.10). Wir haben
also eine tiefere Einsicht in die Art der Bewegung erhalten, da beide Bewegungen im
effektiven Ruhesystem die gleiche Form haben.

Wir wollen nun im folgenden annehmen, das Plasma rotiere mit genau der halben Zyklo-
tronfrequenz ωr = ωc/2, und wählen das Bezugssystem, in welchem das Plasma ruht, es
gilt also ω = ωr. Wir sehen, dass die kanonischen (Dreh-)Impuls pθi gerade verschwinden,
wenn wir θ̇i = −ωr = −ωc/2 sowie Aθ(ri) = Bri/2 einsetzen, sowie die Definition (2.6)
verwenden:

pθi = mr2
i θ̇i + eAθ(ri)ri = −mr2

i ωr + eBr2
i /2 = 0 (2.27)

Also verschwindet für ωr = ωc/2 gerade der Gesamtdrehimpuls, was weiter die Be-
zeichnung des mit dieser Frequenz rotierenden Bezugssystems als effektives Ruhesystem
untermauert.

Dichte des Plasmas

Wir wollen uns nun der Berechnung der Plasmadichte zuwenden. Dazu wählen wir das
Bezugssystem, das mit dem Plasma rotiert. Wir lösen die Poissonsche Gleichung

∇2φ(ri, zi) = −en(ri, zi)/ε0 (2.28)

unter der Randbedingung, dass das Potential auf den Elektroden verschwindet. Da-
bei setzt sich das elektrostatische Potential φ(ri, zi) aus dem äußeren Fallenpotential
φtrap(ri, zi) und dem Potential der Punktladungen φp(ri, zi) zusammen. Die Ionen ordnen
sich so an, dass im Inneren des Plasmas das elektrische Feld des äußeren Potentials durch
die elektrischen Felder der Ionenladungen abgeschirmt wird, was als Debye-Abschirmung
bezeichnet wird. Die Abschirmung findet dabei über die Debye-Länge statt, welche de-
finiert ist als

λD =

√
ε0kBT

ne2
. (2.29)

Das Innere des Plasmas ist, ähnlich wie das Innere eines metallischen Leiters, nähe-
rungsweise feldfrei, da die Ladungsträger sich frei bewegen können, und sich dann derart
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Abbildung 2.6: Dichte des Plasmas als Funktion der Rotationsfrequenz normiert durch die
Zyklotronfrequenz. Man sieht, dass die Dichte gerade für die Rotationsfrequenz ωr = ωc/2
ihr Maximum annimmt. Der Bereich erlaubter Rotation erstreckt sich hier von 0.1 ωc bis
0.9 ωc (axiale Frequenz wurde gewählt zu ωz =

√
18/10 ωc)

entlang der Feldlinien ausrichten, bis sie das Feld mit ihrem eigenen Feld neutralisieren.
Folglich können wir im Innern des Plasmas annehmen, dass

φp(ri, zi) + φeff(ri, zi) ' const (2.30)

gilt. Hieraus folgt mit den Gleichungen (2.28) und (2.25), sowie daraus, dass φtrap(ri, zi)
der Laplacegleichung ∇2φtrap(ri, zi) = 0 genügen muss:

e2n(ri, zi)/ε0 = −∇2eφ(ri, zi) = −∇2(eφtrap(ri, zi) + eφpr, z)

= −∇2(eφp(ri, zi)) = −∇2(−eφeff) = 2mωr(ωc − ωr) (2.31)

Also ist die Dichte des Plasmas nahezu konstant im Innern und abhängig von der Rota-
tionsgeschwindigkeit. In der Randschicht des Plasmas fällt die Dichte des Plasma auf der
Größenordnung der Debye-Länge (∝ 10−3 m) auf Null. In Abbildung 2.6 ist die Dichte
n(ri, zi) als Funktion der Rotationsfrequenz dargestellt. Die Dichte nimmt ihr Maximum
für eine Rotation mit ωr = ωc/2, was auch als Brillouin-Limit bezeichnet wird.

Jedoch sind nicht alle Zustände in Abbildung 2.6 erlaubt. Dazu betrachten wir das
effektive Fallenpotential im rotierenden Bezugssystem, welches quadratisch in ri und zi

ist, und schreiben dieses als:

eφeff(ri, zi) =
1

2
mω2

z(z
2
i + βr2

i ) (2.32)
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Hierbei ist der Anisotropieparameter β definiert als

β =
ωr(ωc − ωr)

ω2
z

− 1

2
(2.33)

Der Term −1/2 kommt dabei vom Quadrupolpotential, der erste Term aus dem effekti-
ven Zentrifugalpotential. Es kann in radialer Richtung nur dann ein bindendes Potential
geben, wenn β > 0 gilt. Damit können wir mit (2.33) und (2.11) sofort die minimale und
maximale Rotationsgeschwindigkeit des Plasmas bestimmen, es muss gelten:

ωc

2
− ω1 < ωr <

ωc

2
+ ω1 (2.34)

Wir erwarten, dass die Dichte an diesen Rändern gegen Null strebt. Daraus können wir
umgekehrt folgern, dass der mittlere Teilchenabstand als Funktion der Rotationsfrequenz
an den Rändern des erlaubten Bereiches divergiert.

Der Anisotropieparameter β bestimmt in Gleichung (2.32) die Form des Potentials und
damit auch die des Plasmas. Für β = 1 erwarten wir ein kugelsymmetrisches Plasma, für
β > 1 ein prolates Sphäroid, welches sich für β � 1 zu einer linearen Kette entlang der z-
Achse formiert. Für β < 1 erwarten wir ein oblates Sphäroid, welches im Grenzfall β → 0
sich zu einem flachen, zweidimensionalen „Pfannkuchen“ in der x-y-Ebene verteilt.

Diamagnetische Effekte

Die rotierenden Ionen erzeugen selbst ein Magnetfeld, das entgegen dem äußeren Magnet-
feld gerichtet ist. Da die Geschwindigkeiten trotz sehr hoher Rotationsfrequenzen jedoch
noch wesentlich unterhalb der Lichtgeschwindigkeit liegen, können wir dieses zusätzlich
induzierte Magnetfeld vernachlässigen. Mit einer Abschätzung, bei der die rotierenden
Ionen als Kreisströme angenommen werden, und alle Größen großzügig abgeschätzt wur-
den, kann das induzierte Magnetfeld auf etwa 10−10 des Wertes des angelegten Magnet-
feldes abgeschätzt werden.

2.2.2. Eigenschaften des Ionenplasmas bei höheren Temperaturen

Wir geben zunächst noch einige qualitative Bemerkungen zum Verhalten der Einzelteil-
chenfrequenzen für ein heißes Plasma an [Gosh, 1995].

Modell unabhängiger Teilchen

Das Modell unabhängiger Teilchen ist gegeben, wenn die Teilchendichte hinreichend ge-
ring ist, so dass die Wechselwirkung durch die Coulomb-Abstoßung keinen Einfluß auf
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die Bewegung der Teilchen hat. Alle Ionen genügen dann den selben Bewegungsglei-
chungen, nämlich denjenigen des einzelnen Teilchens, und haben ähnliche Lösungen,
die ausschließlich von den Anfangsbedingungen abhängig sind. Das Plasma aus nicht-
wechselwirkenden Ionen hat also eindeutige und scharfe Eigenfrequenzen, nämlich die der
Axial-, (modifizierten) Zyklotron- und der Magnetronfrequenz. Für das Plasma erwartet
man also scharfe Resonanzlinien. Aus den thermodynamischen Eigenschaften lässt sich
zudem ableiten, dass die statistische Verteilung der Zyklotronradien im Gleichgewicht
einer Gauß-Verteilung entspricht [Gosh, 1995].

Modell wechselwirkender Teilchen

Durch die Wechselwirkung zwischen den Ionen werden die Ionen nicht mehr die Fre-
quenzen des Einteilchenfalls aufweisen, sondern eine Linienverbreiterung erfahren, wie
wir im folgenden qualitativ besprechen wollen.

Die Magnetronfrequenz hängt im wesentlichen nur von dem Gesamtfeld ab, das auf das
jeweilige Ion wirkt. Im Falle unabhängiger Teilchen hängt dieses nicht von der Position
der geladenen Teilchen ab, so dass das elektrische Feld und damit auch die E×B-Drift
linear in r sind. Durch die Coulomb-Wechselwirkung wird das elektrische Feld nichtline-
ar und der Drift-Term dadurch abhängig von den Positionen der anderen Teilchen. Dies
führt zu einer räumlichen ungleichförmigen Verteilung der Magnetronfrequenz, und da-
mit zu einer erwarteten Linenverbreiterung des Resonanzpeaks der Magnetronfrequenz
gegenüber dem Einzelionenfall. Kollisionen spielen keine Rolle bei der Linienverbreite-
rung, denn alle infinitesimalen Volumenelemente der Ionenwolke bewegen sich mit der
gleichen Rotationsfrequenz um ein gemeinsames Rotationszentrum, so dass die Volu-
menelemente nicht miteinander kollidieren. Es gibt also keine durch die Magnetrondrift
verursachten Stöße5. Diese Verbreiterung ist also gut durch ein gemitteltes Feld zu be-
schreiben, da die Verbreiterung nicht durch Stöße - oder anders formuliert paarweise
Wechselwirkung zweier Ionen - verursacht wird, sondern eben allein durch die Ortsab-
hängigkeit des gemittelten elektrischen Feldes.

Anders als bei der Magnetronbewegung kollidieren oder durchdringen sich die infinite-
simalen Volumenelemente bei der Zyklotronbewegung, so dass hier die Wechselwirkung
zwischen den Teilchen die Hauptursache der Linienverbreiterung ist [Wineland u. a.,
1983]. Zusätzlich kann eine Linienverbreiterung bei der Magnetron- und Zyklotronfre-
quenz natürlich auch aufgrund von Inhomogenitäten des Magnetfelds auftreten.

Die Axialfrequenz erfährt eine Linienverbreiterung, da das Potential durch die Coulomb-
Wechselwirkung anharmonische Zusatzterme erhält. Dadurch erfährt die Axialfrequenz
auch zusätzlich eine Verschiebung, da die Entwicklung des Coulomb-Potentials natürlich

5Unter Stöße bzw. Kollisionen sind hier natürlich nicht Stöße wie im Modell harter Kugeln gemeint,
sondern Impuls- und Energieübertrag durch die Coulomb-Wechselwirkung
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auch quadratische Terme enthält, die eben diese Verschiebung der axialen Fallenfrequenz
bewirken.

2.2.3. Kühlen des Plasmas

Um aus dem heißen Plasma Ionenkristalle zu erhalten, muss das Plasma bis auf wenige
Millikelvin gekühlt werden. Während die thermische Energie der Axial- und die Zy-
klotronbewegung mit Hilfe der Standardmethode des Dopplerkühlens reduziert werden,
muss für die Magnetronbewegung aufgrund des negativen Energiebeitrags eine gesonder-
te Kühlmethode eingeführt werden. Des weiteren wird auch eine Kühlmethode benötigt,
die während der Durchführung von Operationen zur Quanteninformationsverarbeitung
anwendbar ist. Wir wollen diese im Folgenden gesondert betrachten.

Laserkühlen der axialen Bewegung und der Zyklotronbewegung

Die Grundidee des Dopplerkühlens lässt sich wie folgt darstellen [Hänsch und Schaw-
low, 1975; Wineland und Dehmelt, 1975]. Ein Laserstrahl wird rotverstimmt gegenüber
der Resonanzfrequenz eines atomaren Übergangs durch das Plasma gestrahlt. Ionen
mit Geschwindigkeitskomponenten in Richtung des Strahls befinden sich aufgrund des
Doppler-Effekts noch weiter aus der Resonanz und absorbieren deswegen Photonen nur
mit geringerer Wahrscheinlichkeit. Ionen mit Geschwindigkeitskomponenten gegen die
Richtung des Strahls werden dagegen durch den Doppler-Effekt in Resonanz gebracht
und absorbieren häufiger Photonen aufgrund der höheren Übergangswahrscheinlichkeit.
Wird ein Photon absorbiert, so ändert sich der Impuls des Ions aufgrund des Photonen-
rückstoßes. Das Ion emittiert aber Photonen durch spontane Emission symmetrisch in
alle Raumrichtungen, so dass das Ion im Mittel durch die Emission keine Impulsänderung
erfährt. Da im Mittel bei der Bewegung gegen die Richtung des Strahles mehr Photonen
absorbiert werden als in Richtung des Strahles, erfährt das Ion also insgesamt eine Än-
derung des Impulses entgegen der Bewegungsrichtung. Die hier aufgeführte Begründung
gilt für freie Atome, kann aber einfach auf Atome oder Ionen in einem harmonischen
Potential verallgemeinert werden, falls der resonante Streuprozess der Absorption und
Reemission eines Photons viel schneller verläuft als die Schwingungsdauer. Die Dauer
eines solchen Streuprozesses ist gegeben durch das Inverse der Linienbreite des Über-
ganges γ−1.

Wir kühlen also die Zyklotronbewegung, indem wir den Laserstrahl rotverstimmt zum
atomaren Übergang parallel zur radialen Ebene einstrahlen. Da die Zyklotronbewegung
zirkular in der radialen Ebene verläuft, hat sie während eines Umlaufes immer Geschwin-
digkeitskomponenten entgegen dem Laserstrahl, d.h. die Bewegung wird automatisch
gekühlt, und der Zyklotronradius wird verringert. Zum Kühlen der axialen Bewegung
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müssen wir den Laser in axialer Richtung ausrichten, da die axiale Bewegung keine
radiale Komponente besitzt. Wir können beide Bewegungen gleichzeitig kühlen [Itano
und Wineland, 1982; Wineland u. a., 1985], indem wir den Laserstrahl schief zwischen
radialer Ebene und der z-Achse ausrichten.

Kühlen der Magnetronbewegung

Das Kühlen der Magnetronbewegung ist dagegen schwieriger, denn die Magnetronbewe-
gung hat einen negativen Energiebeitrag (Gleichung 2.18). Dies bedeutet aber gerade,
dass man der Magnetronbewegung Energie zuführen muss, um den Radius - und damit
die Geschwindigkeit - der Bewegung zu verringern, also zu kühlen. Dies wird mit einem
nicht-homogenen Strahlprofil umgesetzt [Itano und Wineland, 1982], so dass die Inten-
sität auf der Seite, auf der die Magnetronbewegung in Richtung des Strahles verläuft,
höher ist als auf der Seite, auf der die Magnetronbewegung entgegen der Strahlrichtung
verläuft. Dadurch erhält das Ion im Mittel einen zusätzlichen Impuls durch die Absorp-
tion von Photonen, und die Energie wird erhöht, der Magnetronradius und die damit
verbundene Teilchengeschwindigkeit reduziert.

Sympathetisches Kühlen

Neben den gewünschten Ionen befinden sich eine Vielzahl an anderen Ionen in der Falle,
die sich zumeist durch Stöße mit Restgasatomen oder -molekülen bilden. So befinden
sich beispielsweise in einem Plasma aus 9Be+-Plasma zusätzlich Ionen größerer Masse
wie etwa BeH+ und BeOH+, die durch die Reaktion mit neutralen Molekülen entstanden
sind. Typischerweise besteht das Plasma zu ungefähr 20 bis 50 % aus diesen schwereren
Ionen. Diese Ionen werden sympathetisch gekühlt, d.h. durch Stöße mit den kälteren,
lasergekühlten Be+-Ionen gleichen beide Ionensorten ihre Temperaturen an. Durch die
Rotation werden die schwereren Ionen wie in einer Zentrifuge von den leichteren Ionen
getrennt, die im Inneren verbleiben [Bollinger u. a., 2003].

Dieser Prozess des sympathetischen Kühlens kann auch umgekehrt zum Kühlen der in-
neren Ionen genutzt werden. Bringt man eine zweite, schwerere Ionensorte ein, so werden
diese zentrifugal von den leichteren Ionen getrennt. Jetzt kann man die schwereren Io-
nen laserkühlen, die leichteren inneren Ionen werden über Dissipation der thermischen
Energie von innen nach außen sympathetisch mitgekühlt. Dies wurde so schon für eine
Mischung aus 9Be+- und 198Hg+-Ionen realisiert [Larson u. a., 1986]. Mit Hilfe dieser Me-
thode will man eine stetige Kühlung während der Durchführung von quantenlogischen
Operationen ermöglichen [Kielpinski u. a., 2000], da eine direkte Laserkühlung der Io-
nen nicht möglich ist. Die Quanteninformation ist in den internen Zuständen der Ionen
gespeichert, diese würden jedoch durch den Kühlübergang gerade verändert werden.
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2.3. Phasenübergänge des Ionenplasmas

2.3.1. Thermodynamische Phasenübergänge

Durch hinreichende Laserkühlung erreichen wir schließlich das Regime, bei dem die
Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Ionen nicht mehr nur als eine kleine Störung
betrachtet werden kann, wir benötigen also eine quantitative Beschreibung des Sy-
stems. Dazu definieren wir die Kopplungskonstante Γ des Plasmas als das Verhältnis
zwischen der mittleren elektrostatischen Energie und der mittleren kinetischen Energie.
Die Coulomb-Energie können wir abschätzen mit

e2

4πε0a
, (2.35)

wobei der Wigner-Seitz-Radius a definiert ist durch

4

3
πa3n = 1. (2.36)

Dabei ist n die Teilchenzahldichte des Ionenplasmas. Für ein Ensemble klassischer Teil-
chen ist die kinetische Energie näherungsweise durch kBT gegeben, wobei kB die Boltz-
mannkonstante ist. Die Kopplungskonstante Γ ist also definiert als

Γ =
e2

4πε0akBT
(2.37)

Für Γ � 1 befinden wir uns im Bereich schwacher Kopplung und damit kann man sehr
gut auf die Beschreibung unabhängiger Teilchen zurückgreifen. Für Γ > 1 befinden wir
uns im Bereich der starken Kopplung, und wir erwarten bei weiterer Erhöhung von Γ
Übergänge zur flüssigen und festen Phase.

Der Übergang vom Plasma zur fluiden Phase lässt sich mit Hilfe der radialen Vertei-
lungsfunktion g(r) charakterisieren. Diese ist definiert als das Verhältnis der korrelierten
Dichteverteilung zur mittleren Dichteverteilung [Brush u. a., 1966], und entspricht ge-
rade der Wahrscheinlichkeit, ein anderes Teilchen im Abstand r zu finden [Ichimaru,
1982]. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung ist normiert, so dass für r → ∞ die radiale
Verteilungsfunktion g(r) → 1 geht. Treten in der Verteilungsfunktion Maxima auf, so
ist dies ein Hinweis auf räumliche Korrelationen bei einem bestimmten Teilchenabstand,
was charakteristisch für ein System in der fluiden Phase ist.

In Abbildung 2.7 (entnommen aus Brush u. a. [1966]) ist die radiale Verteilungsfunktion
für verschiedene Werte des Kopplungsparameters Γ aufgetragen. Für Werte von Γ > 2
treten Oszillationen in der radialen Verteilungsfunktion auf, also räumliche Korrelationen
für bestimmte Teilchenabstände. Also tritt gerade dort das System in die fluide Phase
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Abbildung 2.7: Radiale Verteilungsfunktion für verschiedene Kopplungsparameter Γ als
Funktion des Teilchenabstandes normiert durch den Wigner-Seitz-Radius. Für Γ > 2 sieht
man das Auftreten von Oszillationen in der radialen Verteilungsfunktion g(r), was ein
Anzeichen für räumliche Korrelationen zwischen den Teilchen ist. Dies ist charakteristisch
für eine fluide Phase. Abbildung entnommen aus [Brush u. a., 1966].
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Abbildung 2.8: Phasendiagramm des Plasmas mit den Phasengrenzen Γ = 2 und Γ = 174.
Aufgetragen die Teilchenzahldichte gegen die Temperatur.
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über. Diese Berechnungen mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen wurden durch weitere
Publikationen bestätigt und präzisiert [Hansen, 1973; Slattery u. a., 1980],

Jedoch tritt kein scharf definierter Phasenübergang flüssig-fest auf, sondern die Kri-
stallisation tritt über einen weiten Bereich der Kopplungskonstanten Γ auf. Die Ionen
kristallisieren dabei in einer Schalenstruktur [Bollinger u. a., 1994]. Die Schalen selbst
haben dabei feste und näherungsweise gleich große Abstände zueinander, während die
Positionen der Ionen innerhalb einer Schale sehr stark von der Wahl der Parameter
abhängt.

In den letzten Jahrzehnten wurden bereits zahlreiche Untersuchungen sowohl des Über-
ganges von der Plasma- in die fluide Phase als auch von der fluiden in die kristalline
Phase durchgeführt. So wurde auch ein Phasendiagramm für Elektronen erstellt [Malm-
berg und O’Neil, 1977]. Dies ist jedoch analog für Ionen gültig, da die Phasenübergänge
durch den Kopplungsparameter Γ und die Teilchenzahldichte beschrieben werden, welche
unabhängig von der Teilchenmasse sind (Abbildung 2.8).

2.3.2. Strukturelle Phasenübergänge

Je nach gewählten Fallenparametern können verschiedene kristalline Phasen eingenom-
men werden. Da sich die Positionen der Ionen kontinuierlich ändern, und nur die Kristall-
struktur eine diskontinuierliche Änderung erfährt, sind dies Phasenübergänge zweiter
Ordnung [Landau und Lifschitz, 1980]. Wir wollen dies mit Hilfe des Anistropieparame-
ters β (Gleichung 2.33) beschreiben, der ja das Verhältnis des effektiven Potentials in
radialer Richtung zum Potential in axialer Richtung enthält. Bei einem Phasenübergang
zweiter Ordnung erfährt die Ableitung eines Ordnungsparameters - wie beispielsweise
der mittlere axiale Abstand der Ionen - einen diskontinuierlichen Sprung (bei einem
Phasenübergang erster Ordung erfährt der Ordnungsparameter selbst einen diskontinu-
ierlichen Sprung. Die Übergänge zwischen Plasma, flüssig und fest in Unterabschnitt
2.3.1 sind Phasenübergänge erster Ordnung). Wir können also β verändern entweder
durch Veränderung der angelegten Elektrodenspannung, oder durch Anpassung der Ro-
tationsfrequenz durch zusätzlich angelegte rotierende elektrische Felder, mit denen sogar
eine Stabilisierung [Huang u. a., 1998] möglich ist.

In Abbildung 2.9 ist ein Phasendiagramm für verschiedene kristalline Strukturen darge-
stellt. Die Abbildung ist entnommen aus [Dubin und O’Neil, 1999], und sie fasst Ergeb-
nisse aus verschiedenen theoretischen Untersuchungen zusammen [Schiffer, 1993; Dubin,
1993]. Für große Werte von β bilden die Ionen eine eindimensionale Coulomb-Kette ent-
lang der z-Achse. Verringert man den Wert von β, so gibt es einen Phasenübergang zu
einer Zick-Zack-Anordnung und schließlich zu einer Helixstruktur [Schiffer, 1993; Fish-
man u. a., 2008]. Für mittlere Werte von β gibt es einen Übergang zu einer Phase mit
konzentrischen Schalen [Gilbert u. a., 1988].
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Since the interparticle spacing is small compared to
the scale of variation of NL , the critical value of ! below
which the central part of the chain becomes unstable can
be evaluated using the result for an infinite homoge-
neous chain, Eq. (4.93). According to this equation, in-
stability sets in when the minimum value of k, attained
at the center of the chain, falls below 4.2072:

2"n!

#NL$z"0 %&3#4.2072 . . . (4.129)

[here we have used the definition of k, Eq. (4.84)]. When
we use the approximate analytic variational form for
NL(z), Eqs. (4.120) and (4.127), together with Eqs.
(3.19) and (3.40), then yield

!crit$N %"
0.591N2

ln$6N %$'!13/5
. (4.130)

The critical ! value for stability of the 1D chain has also
been investigated in simulations. Equation (4.130) is
found to be a good match to the simulations (Schiffer,
1993) for large N. In Fig. 57, the triangles display where
simulations find an instability of the 1D chain to a zig-
zag phase, and the solid line is Eq. (4.130).

Similarly, the 2D disc equilibrium is stable only when
! is sufficiently small. If ! is too large, Coulomb repul-
sion overcomes the confining force, and particles near
the center of the disc come out of the z"0 plane, just as
was discussed for the infinite homogeneous 2D plasma
in Sec. IV.D.3. The critical ! value for stability of the 2D
disc follows from Eq. (4.112), in a manner analogous to
the analysis leading to Eq. (4.130). One merely replaces
( in Eq. (4.112) by the maximum value of ( in the inho-
mogeneous disc, given by Eq. (4.118) at r"0. The result
for !crit is

!crit$N %"
0.665
N1/2 . (4.131)

This critical value for stability of the 2D disc has also
been determined in simulations for various values of N,
shown by the open circles in Fig. 57. Again, Eq. (4.131),

the dashed line, provides a good match to the simulation
data (Schiffer, 1993) for large N.

Figure 57 summarizes the results of this section. It can
be regarded as the structural phase diagram for crystal-
lized charges in a harmonic trap (Dubin, 1993). For large
! values the charges form a 1D Coulomb chain along
the z axis, and for small ! values they form a 2D disc in
the x-y plane. For intermediate values of ! the plasma
consists of concentric shells if N is not too large. How-
ever, when N is sufficiently large, a bcc lattice forms
within the plasma. An estimate for the size needed to
enter this regime of large plasmas is provided by Eq.
(4.117) and is shown in Fig. 57 as the dot-dashed lines.
On the other hand, when N is very small the system
enters the regime of Coulomb clusters. We consider
properties of these clusters in the next section.

E. Coulomb clusters

In this section we discuss some aspects of the thermal
equilibrium properties of small numbers of trapped
charges (N%10). When these ‘‘Coulomb clusters’’ are
laser cooled to temperatures in the range of millidegrees
Kelvin, they assume symmetric configurations that mini-
mize their potential energy and are the analogs of the
crystalline states observed in larger systems. These con-
figurations of minimum energy (CME’s) can be ob-
served in experiments and have been carefully studied
using computer simulations (e.g., Itano, Bergquist, and
Wineland, 1989, p. 241; Rafac et al., 1991; Tsuruta and
Ichimaru, 1993). In this section we review the behavior
of the CME as system parameters are varied. We focus
on the case of harmonic traps since most of the experi-
mental work on Coulomb clusters has been carried out
in such traps.

The theoretical problem of finding the CME of
charges confined in a neutralizing background has a long
history, going at least as far back as Thomson’s investi-
gations of the plum-pudding model of the atom (Thom-
son, 1904). The related problem of determining the
CME of charges trapped on the surface of a sphere has
received somewhat more attention over the years, pos-
sibly because limiting the charges to a 2D surface sim-
plifies the problem by reducing the number of local en-
ergy minima. Even so, the problem remains unsolved for
arbitrary N and is a topic of current research (see, for
example, Altschuler et al., 1997, and references therein).

Most experimental work on Coulomb clusters has
been carried out in Paul traps rather than Penning traps.
When CME’s are considered in Paul traps it must be
remembered that these configurations have neglected
the jitter motion associated with the applied rf field.
While the jitter motion has a negligible effect on CME’s
for most experiments on Coulomb clusters, the jitter
motion, together with the effect of the laser cooling, can
in some circumstances cause chaotic motion of the
trapped charges as well as transitions between chaotic
and regular motion (Blümel, 1995; Hoffnagle and
Brewer, 1995). These nonlinear dynamics effects are
specific to Paul traps and lie beyond the scope of this

FIG. 57. Structural phase diagram of plasmas trapped in a
harmonic potential. Adapted from Dubin (1993) and Schiffer,
(1993).
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Abbildung 2.9: Phasenübergänge zwischen verschiedenen Kristallstrukturen. Der Ord-
nungsparameter für eine gegebene Anzahl an Ionen ist gegeben durch den Anisotropiepa-
rameter β. Die Abbildung ist entnommen aus [Dubin und O’Neil, 1999]

Für uns ist der Fall sehr kleiner β wichtig, für die sich eine planare hexagonale Git-
terstruktur ergibt. Die auftretenden Gitterstrukturen wurden dabei in Experimenten
beobachtet [Mitchell u. a., 1998], bei denen die Rotationsfrequenz ωr des Plasmas und
damit der Anisotropieparameter β schrittweise erhöht wurden. Ab einem bestimmten
Wert von β ist es energetisch günstiger, dass sich die Ionen in zwei versetzte Ebenen
mit quadratischer oder rhombischer Gitterstruktur anordnen. Eine weitere Erhöhung der
Rotationsfrequenz überführt diese dann wieder in eine hexagonale Struktur. Schließlich
treten drei rhombische Ebenen auf usw. Analytisch lässt sich auch die Phasengrenze
der zweidimensionalen hexagonalen Gitterstruktur bestimmen, diese ist gegeben durch
[Dubin, 1993; Dubin und O’Neil, 1999]:

βcrit(N) =
0.665√

N
(2.38)

Wir können die Gleichung invertieren, um für gegebenes β die kritische Kristallgröße
bestimmen:

Ncrit(β) =

(
0.665

β

)2

(2.39)

Ncrit ist dabei natürlich nicht ganzzahlig. Die maximale Kristallgröße ergibt sich dann
durch abrunden auf die nächste ganze Zahl. Dabei ist Ncrit(β) bei festgehaltener Zy-
klotronfrequenz genauer eine Funktion der Rotationsfrequenz ωr und der axialen Fre-
quenz ωz, so dass für jede Kristallgröße und gewählte Rotationsgeschwindigkeit die
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!e " 1/2(m/e)#z
2z2. Because this potential is

identical to the confinement potential of a
Penning trap in the $3 0 planar limit (26),
this theory should predict the structures that
were observed in the central region of the
lenticular plasmas of the experiments. The
predictions of this two-dimensional (2D)
theory, which has no free parameters, were
compared directly with our observations by
identifying the areal density of the planar
OCP with the directly measured central
areal density %0 of the lenticular plasmas.
For a quantitative analysis of the observed
lattice structure, we performed a least
squares fit of the positions of the ions in the
central region to the relevant phases
(shown in Table 1) (lines in Fig. 2). Using
the best-fit values of the primitive vector
length a and the intralayer angle & and
using the observed number of lattice planes
n, we calculated the central areal density %0

" n/(a2 sin &).
The agreement between the planar OCP

theory and experiment, with measurements
taken on different plasmas with N ' 104,
was good (Figs. 3 and 4). As the central areal
density was increased, the lattice planes
moved farther apart axially (Fig. 3). Eventu-
ally, it became energetically favorable to
form an additional lattice plane. However,
although the phase Vfcc was predicted to be
slightly more energetically favorable than
phase V, we rarely observed Vfcc ((5% of
the time). These and other minor discrepan-
cies from theory may be due to the finite
radial extent of the ion plasma; we observed
a similar preference for hcp stacking in mo-
lecular dynamics simulations of small (N "
3000) lenticular ion plasmas.

For the dependence of the angle & (be-
tween the primitive vectors a1 and a2) on
central areal density %0 (Fig. 4), the general
trend is that, when a new lattice plane is
formed, & changes discontinuously from
(60° to a higher value. As %0 of the crystal
was further increased, & smoothly decreased
to (65° until there was a second discontinu-
ous transition to a hexagonal structure. This
second transition has been predicted to be-
come continuous, with & assuming all values
60° ! & ! 90°, in liquid () ' 80) bilayer
systems (27). At central areal charge densities
near phase boundaries, both phases can be
observed. In these regions, the phase that
materializes after the crystal is formed is
initially random but tends to persist if the ions
are not heated. Where there was no strong
preference for one phase over the other, both
were plotted (Fig. 4).

Like most materials, the hexagonal and
square phases contract in lateral directions
when elongated. However, the rhombic phase
shows quite different behavior because the
intralayer angle & strongly depends on the
ẑ-axis strain; one rhombus diagonal con-
tracts, and the second expands when the
rhombic phase is elongated in the ẑ-axis di-
rection. The dimensional change for the latter
diagonal corresponds to a negative value of
the Poisson’s ratio (which is the ratio of the
lateral contraction to the longitudinal elonga-
tion). The present experimental observations
substantially expand the mass density range
over which negative Poisson’s ratios have
been established [from (10 g/cm3 for cubic
metals (28) and (0.1 g/cm3 for reentrant
foams (29) to (10*15 g/cm3 for the present
ion crystals].
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15. M. Schmidt and H. Löwen, Phys. Rev. E 55, 7228
(1997).

16. R. Rafac, J. P. Schiffer, J. S. Hangst, D. H. E. Dubin, D. J.
Wales, Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 88, 483 (1991).

17. F. Diedrich, E. Peik, J. M. Chen, W. Quint, H. Walther,
Phys. Rev. Lett. 59, 2931 (1987); D. J. Wineland, J. C.
Bergquist, W. M. Itano, J. J. Bollinger, C. H. Manney,
ibid., p. 2935.

18. A. Rahman and J. P. Schiffer, ibid. 57, 1133 (1986);
D. H. E. Dubin and T. M. O’Neil, ibid. 60, 511 (1988).

19. S. L. Gilbert, J. J. Bollinger, D. J. Wineland, ibid., p.
2022.

20. M. Drewsen, C. Brodersen, L. Hornekaer, J. S. Hangst,
J. P. Schiffer, ibid. 81, 2878 (1998).

21. X.-P. Huang, J. J. Bollinger, T. B. Mitchell, W. M. Itano,
ibid. 80, 73 (1998); Phys. Plasmas 5, 1656 (1998).

22. L. R. Brewer et al., Phys. Rev. A 38, 859 (1988).
23. T. M. O’Neil, Phys. Fluids 24, 1447 (1981); D. J. Larson
et al., Phys. Rev. Lett. 57, 70 (1986).

Fig. 3 (left). Interlayer structure (plane axial positions and displacement
vectors) of the central region as a function of normalized central areal
charge density. The lines show predictions from theory, and symbols
show experimental measurements. The symbols indicate whether the
lattices had an interlattice displacement vector c2 that was characteristic
of the hexagonal phases (circles) or the square and rhombic phases
(squares). Lengths have been normalized by aWS2D " (3e2/4+,0m#z

2)1/3

" 10.7 -m, which is the Wigner-Seitz radius in the planar limit. Fig.
4 (right). Intralayer angle & of the central region as a function of central
areal charge density. The solid lines indicate the minimum energy
structures that are predicted by the 2D theory. The symbols indicate
experimental measurements, which are from the same data sets that
were used in Fig. 3. Some representative error bars that indicate the
scatter in the measurements are included.
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Abbildung 2.10: Veschiedene planare Phasen. Aufgetragen ist die axiale Position der Ebe-
nen als Funktion der Teilchendichte im Inneren des Plasmas (normiert mit dem Wigner-
Seitz-Radius in 2D aWS2D) Die hexagonale Phase ist angegeben durch die schwarzen Krei-
se, während die quadratischen und rhombischen Phasen durch weiße Quadrate bezeichnet
sind. Abbildung entnommen aus [Mitchell u. a., 1998]

Struktur des Kristalls immer noch mit dem freien Parameter der axialen Frequenz ein-
stellen können.
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(a) Draufsicht des bcc-Kristalls (b) Draufsicht des hex-Kristalls

(c) Seitenansicht des bcc-Kristalls (d) Seitenansicht des hex-Kristalls

Abbildung 2.11: Experimentelle Bilder von Ionenkristallen in einer Penningfalle. Darge-
stellt ist dabei die Kristallstruktur in Drauf- und Seitenansicht. (a) und (c): Der Kristall
kristallisiert in einer bcc-Struktur und hat fünf Schichten. (b) und (d): Der Kristall kristal-
lisiert in einer hexagonalen Gitterstruktur in einer Ebene. Nicht alle Ionen befinden sich in
einem fluoreszierenden Zustand, weswegen es scheinbare Fehlstellen im Kristall gibt. Bei-
de Abbildungen haben einen verschiedenen Größenmaßstab, weswegen der Ionenabstand
verschieden erscheint. Abbildung entnommen aus [Mitchell u. a., 1998]



Kapitel 3

Bestimmung der Normalmoden

Wir wenden uns nun der numerischen Bestimmung der Normalmoden eines Ionenkri-
stalls in einer Penningfalle zu. Wie in Kapitel 2 gezeigt, vollzieht der Kristall eine starre
Rotation um die z-Achse. Wir wollen dies jedoch nicht als Ausgangspunkt für unsere
Überlegungen nehmen, sondern diese Eigenschaft durch Berechnungen überprüfen. Für
die numerische Berechnung geben wir nur die Konstanten der Bewegung vor, also Ge-
samtenergie und Gesamtdrehimpuls der Teilchen. Wir bestimmen die Positionen und
Impulse für Temperatur T = 0 K durch Minimierung der Energie mit einem vorgege-
benen Gesamtdrehimpuls als Nebenbedingung, und überprüfen dann, ob die Lösungen
eine starre Rotation durchführen, anstatt dies über die Vorgabe einer Winkelgeschwin-
digkeit implizit anzunehmen. Je nach Wahl der Parameter können bei Änderung des
Gesamtdrehimpulses Übergänge zwischen verschiedenen strukturellen Phasen durchlau-
fen werden.

Der nächste Schritt ist dann die Entwicklung des Hamiltonoperators um die Gleichge-
wichtspositionen bis in quadratischer Ordnung. Wir wechseln dabei ins Koordinatensy-
stem, das mit dem Kristall rotiert, so dass wir nur kleine Auslenkungen weg von der
Gleichgewichtskonfiguration der Ionen im rotierenden Bezugssystem betrachten.

Anschließend führen wir eine kanonische Transformation der Koordinaten und Impulse
durch, so dass der entwickelte Hamiltonoperator in den transformierten Koordinaten -
den Normalkoordinaten - diagonal ist. Dabei gilt es dann zwei Fälle zu unterscheiden:
Für einen Ionenkristall, der gerade mit halber Zyklotronfrequenz ωc/2 rotiert, also bei
maximaler Dichte, ist die Bestimmung der Normalkoordinaten einfach und gleichartig
für alle Teilchenzahlen N . Für andere Rotationsgeschwindigkeiten bleibt die Kopplung
zwischen den Ortskoordinaten und den Impulsen erhalten, und eine direkte Transfor-
mation ist nicht möglich. Für geringe Teilchenzahlen lassen sich analytisch kanonische
Transformationen zur Entkopplung von Koordinaten und Impulse bestimmen, jedoch ist
eine Verallgemeinerung dieses Schemas nicht generell möglich, wie eine genauere Analyse
der mathematischen Struktur der kanonischen Transformationen zeigt. Wir beschränken
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uns in diesem Kapitel also auf die Diskussion der Normalmoden für kleine Ionenzahlen.
Abschließend skizzieren wir, wie sich ein allgemeines Lösungsschema für beliebige Teil-
chenzahlen finden lässt.

3.1. Bestimmung der Gleichgewichtskonfiguration

Zuerst bestimmen wir die Koordinaten und Impulse der Gleichgewichtskonfiguration von
N Ionen unter der Nebenbedingung eines gegebenen Gesamtdrehimpulses. Wir wollen
diese Nebenbedingung im folgenden dann variieren, um die Gleichgewichtspositionen
und die Rotationsgeschwindkeiten der Teilchen als Funktion des Gesamtdrehimpulses
zu erhalten. Daraus erhalten wir implizit die Gleichgewichtspositionen als Funktion der
Rotationsgeschwindigkeiten, die in den Berechnungen der folgenden Abschnitte benötigt
werden.

Wie wir in Abschnitt 2.3 gesehen haben, kann es bei Veränderung der Rotationsfrequenz
je nach Wahl der restlichen Parameter zu strukturellen Phasenübergängen kommen. Des-
halb müssen wir im folgenden zwei Bereiche unterscheiden, die durch den Maximalwert
des Anisotropieparameters β charakterisiert sind. β wird gerade bei einer Rotationsfre-
quenz von ωc/2 maximal.

a) βmax � 1: Hier sind die Zyklotronfrequenz ωc und die Axialfrequenz ωz so ge-
wählt, dass für alle Rotationsfrequenzen die zweidimensional hexagonal kristal-
lisierte Phase vorliegt.

b) βmax > 1: Hier sind die Parameter so gewählt, dass der Kristall sich für niedrige
(bzw. sehr hohe) Rotationsgeschwindigkeiten, in der zweidimensional hexagona-
len Phase befindet, aber für mittlere Rotationsgeschwindigkeiten, also größere
β, aber Übergänge zu anderen strukturellen Phasen möglich sind.

3.1.1. Bereich ohne Phasenübergang

Die Bedingung für βmax � 1 ist gegeben durch:

ω2
c/4

ω2
z

− 1

2
� 1

ωc/
√

6 � ωz

(2.13)
< ωc/

√
2 (3.1)

Wir beschränken uns also auf einen Parameterbereich, welcher näherungsweise gegeben
ist durch 0.408 < ωz/ωc < 0.707. In Abbildung 3.1 ist für verschieden gewählte Axialfre-
quenzen der maximale Wert des Anisotropieparameters sowie die kritische Kristallgröße
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Abbildung 3.1: Anisotropieparameter und kritische Kristallgröße (bei einer Kristallrota-
tion mit ωc/2) als Funktion der axialen Frequenz

(bei Rotation mit ωc/2) aufgetragen. Wir sehen, dass nur für Werte der Axialfrequenz
sehr nahe an der Stabilitätsgrenze ωz = 1/

√
2ωc der Kristall für alle Rotationsfrequenzen

in der zweidimensional hexagonalen Phase bleibt.

Wir wählen für die folgenden Berechnungen also ωz/ωc = 0.7, um möglichst große Kri-
stalle berechnen zu können, ohne dass dabei ein Phasenübergang durchschritten wird.
Damit ist ω1/ωc =

√
2/20 ≈ 0.0707, wodurch der Bereich erlaubter Rotationsgeschwin-

digkeiten sehr eingeschränkt wird:

0.4293 < ωr < 0.5707 (3.2)

Das maximale β ergibt sich dann zu βmax = 1/98 ≈ 0.0102. Damit bleiben wir nach
Gleichung (2.39) bei Kristallen bis zu einer Größe von 4247 Ionen für alle Rotationsfre-
quenzen in der planaren hexagonalen Phase, da der Maximalwert von β immer unter
dem für den Phasenübergang kritischen Wert bleibt.

Energieminimierung für zwei Ionen

Wir werden zunächst den Fall von zwei Ionen ausführlicher behandeln, um die grund-
sätzliche Vorgehensweise zu erläutern. Die Überlegungen für größere N sind identisch,
und werden im nächsten Unterabschnitt summarisch präsentiert.

Wir minimieren dabei den Hamiltonoperator (2.19) unter der Nebenbedingung eines
vorgegebenen Gesamtdrehimpulses. Die Minimierung führen wir dabei im mit ωc/2 ro-
tierenden Bezugssystem durch, da in diesem die Kopplung zwischen Koordinaten und Im-
pulsen verschwindet, wodurch auch die numerischen Berechnungen stabiler und schneller
werden. Die bei der Minimierung erhaltene Energie ist in Abbildung 3.2a aufgetragen.
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Abbildung 3.2: Ergebnisse der Minimierung für zwei Ionen.

Sie hat für kleine Drehimpulse näherungsweise ein quadratisches Verhalten, für größere
Drehimpulse nähert sie sich an eine lineare Funktion an (dieses Verhalten kann insbe-
sondere durch Vergrößerung bzw. Verkleinerung des Wertebereiches des Gesamtdrehim-
pulses genauer beobachtet werden). Schaut man sich die Rotationsenergie eines Systems
von Massenpunkten gegeben durch Erot = 1

2

∑
i mr2

i ω
2
i an, so kann man dieses Verhalten

qualitativ so deuten, dass für kleine Werte des Gesamtdrehimpulses vor allem die Rota-
tionsfrequenz erhöht, für größere Werte vor allem nur noch das Massenträgheitsmoment
durch Erhöhung der radialen Abstände wächst1.

Als weiteres Ergebnis der Energieminimierung erhalten wir die Koordinaten und Impulse
der Ionen. Beide Teilchen nehmen dabei den gleichen radialen Gleichgewichtsabstand ein,
in Teilabbildung 3.2b sind beide Positionen direkt übereinander aufgetragen, so dass ein
Unterscheid nicht sichtbar ist. Dies wird bei einer genaueren Untersuchung der Varianz
der Radien der einzelnen Teilchen deutlich, die im Rahmen der numerischen Genauigkeit
Null ist.

Weiter ordnen sich die Ionen nur in der radialen Ebene an, sie befinden sich also in
Übereinstimmung mit den Überlegungen in Unterabschnitt 2.3.2 nur in der planaren
Phase. Des weiteren wurde überprüft, ob die Lösung tatsächlich eine starre Rotation
liefert. Dafür müssen die radialen und axialen Impulse verschwinden, und nur die Dre-
himpulse dürfen endliche Werte annehmen. Für die Darstellung der tatsächlichen Win-

1Man kann daraus sogar schließen, dass die radialen Abstände der Teilchen für große Gesamtdrehim-
pulse näherungsweise mit der Wurzel des Gesamtdrehimpulses zunehmen.



Kapitel 3. Bestimmung der Normalmoden 37

kelgeschwindigkeiten der Ionen benötigen wir die Umrechnung zwischen den kanonischen
Drehimpulsen pθi und den Winkelgeschwindigkeiten θ̇i, welche gegeben ist durch

pθi = mr2
i θ̇i + eAθ(ri)ri = mr2

i θ̇i +
m

2
ωcr

2
i . (3.3)

Damit können dann die Winkelgeschwindigkeiten bestimmt werden, welche wir in Ab-
bildung 3.2c aufgetragen haben. Wir sehen auch hier nur eine Kurve, da alle Winkel-
geschwindigkeiten im Rahmen der numerischen Fehlergenauigkeit identisch sind. Auch
hier ist die Varianz der Winkelgeschwindigkeiten der einzelnen Teilchen nicht von Null
zu unterscheiden.

Weiter wollen wir uns den Anisotropieparameter als Funktion des Gesamtdrehimpulses
anschauen (Abbildung 3.2d). Das einzige Maximum wird dabei für ωc/2 angenommen.
Weiter sind der Anisotropieparameter und seine erste Ableitung stetig, dies gilt ebenso
für die Koordinaten und Winkelgeschwindigkeiten der Teilchen. Daraus folgt implizit,
dass es keine Phasenübergänge erster oder zweiter Ordnung gibt [Landau und Lifschitz,
1980].

Größere Ionenzahlen

Für ein System aus drei oder vier Ionen (Abbildung 3.3) sind die Ergebnisse vergleich-
bar, wie man den Abbildungen 3.3 und 3.4 entnehmen kann. So erhöhen sich natürlich
die Minimalenergie und die radialen Abstände für alle durchlaufenen Werte des Ge-
samtdrehimpulses, und die Funktion für die Rotationsfrequenz hat einen weniger steilen
Übergang bei L = 0. Dadurch verändert sich natürlich auch der Verlauf des Anisotro-
pieparameter, da dieser direkt von der Rotationsgeschwindigkeit abhängt. Weiter haben
wir die Koordinaten und Impulse und ihre Varianzen als Funktion des Gesamtdrehim-
pulses berechnet. Die Ergebnisse sind aber vergleichbar mit denen in Abbildung ??, die
entsprechende Koordinaten und Impulse sind identisch Null, weshalb auf eine explizite
Darstellung hier verzichtet wurde.

In Abbildungen 3.5 und 3.6 sind die erhaltenen Gleichgewichtspositionen für verschie-
dene Teilchenzahlen abgebildet. Wir haben dies hier nur für den Wert einer Rota-
tionsfrequenz dargestellt, da die Struktur als Funktion der Rotationsgeschwindigkeit
nur kontinuierlich ändern kann, da kein Phasenübergang durchlaufen wird. Der Grö-
ßenmaßstab der Abbildungen ist dabei in dimensionslosen Einheiten angegeben, also
m = 1, e = 1, ε0 = 1/4π, ωc = 1.

Jedoch erhöht sich mit zunehmender Teilchenzahl die Wahrscheinlichkeit, dass die nume-
rische Bestimmung des Energieminimums nur ein lokales anstelle des globalen Minimums
findet. Dies führt jedoch unter Umst/"anden zu einer Veränderung der berechneten Kri-
stallstruktur, weshalb der Algorithmus noch weiteren Verbesserungen bedarf.
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Abbildung 3.3: Ergebnisse der Minimierung für drei Ionen
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Abbildung 3.4: Ergebnisse der Minimierung für vier Ionen
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Abbildung 3.5: Gleichgewichtspositionen für 1 bis 12 Ionen. Der Größenmaßstab ist dabei
in dimensionslosen Einheiten.



40 3.1 Bestimmung der Gleichgewichtskonfiguration

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

x

y

Abbildung 3.6: Gleichgewichtspositionen für 13, 19, 25, 35, 45, 55, 85, 115, 145, 175, 205,
235 Ionen. Der Größenmaßstab ist dabei in dimensionslosen Einheiten.
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3.1.2. Bereich mit Phasenübergang

Da wir im Experiment möglichst geringe Rotationsfrequenzen erreichen wollen, müs-
sen wir den Bereich der erlaubten Rotationsgeschwindigkeiten ausdehnen. Dies errei-
chen wir, indem wir ωz erniedrigen. Dadurch befinden wir uns aber nicht mehr für alle
Rotationsfrequenzen in der selben strukturellen Phase, sondern es treten für mittlere
Rotationsgeschwindigkeiten Phasenübergänge auf.

ωr/ωc ω1/ωc ωz/ωc

0.1 0.4 0.424
0.01 0.49 0.141
0.001 0.499 0.0447

Tabelle 3.1: Axialfrequenzen für verschiedene Roationsfrequenzen

Wir wollen die Parameter derart wählen, dass wir eine minimale Rotationsfrequenz bis zu
1% der Zyklotronfrequenz erreichen können, also ω1 = 0.49 ωc. Daraus folgt, dass wir die
Axialfrequenz zu ωz = (3

√
11)/(50

√
2) ωc ≈ 0.141 ωc wählen müssen. Wir haben für diese

Parameter die Energieminimierung für verschiedene Rotationsfrequenzen durchgeführt,
und werden im folgenden die Ergebnisse für die erhaltenen Gleichgewichtspositionen,
Rotationsgeschwindigkeiten sowie strukturellen Phasen mit dem vorherigen Abschnitt
vergleichen.

Wie in Abbildung 3.7 zu sehen ist, befindet sich der Kristall bei Gesamtdrehimpuls Null
gerade in der Phase, in der sich die Ionen entlang der z-Achse ausrichten. Wird der
Gesamtdrehimpuls erhöht, erfahren die Ionen eine Verschiebung von der z-Achse weg,
so dass sie sich in einer Zick-Zack-Konfiguration befinden. Bei einer weiteren Erhöhung
des Gesamtdrehimpulses erhöhen sich die radialen Abstände, während die axialen Ab-
stände so weit sinken, bis sie schließlich Null werden, und der Kristall tatsächlich in die
planare Phase übergeht. Die Phasenübergänge lassen sich sehr gut an den axialen Ab-
ständen (Teilabbildung 3.7b), der Rotationsgeschwindigkeit (Teilabbildung 3.7d) sowie
dem Anisotropieparameter (Teilabbildung 3.7f) ablesen.
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Abbildung 3.7: Energieminimierung für zwei Ionen im Phasenübergangsbereich. Der Pha-
senübergang lässt sich deutlich an den axialen Abständen 3.7b, an der Rotationsfrequenz
3.7d, sowie am Anisotropieparameter ablesen 3.7f.
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3.2. Quadratische Entwicklung des Hamiltonoperators

Im letzten Abschnitt haben wir die Koordinaten und Impulse im Gleichgewicht des
Energieminimums bestimmt. Wir wollen die Koordinaten und Impulse der Teilchen nun
schreiben als:

pk(t) = p0k + δpk(t) qk(t) = q0k + δqk(t) (3.4)

wobei mit pk(t), qk(t) die Koordinaten und Impulse der Teilchen bezeichnet sind, mit
p0k, q0k die Koordinaten und Impulse des Gleichgewichts, und durch δpk(t), δqk(t) Aus-
lenkungen aus dem Gleichgewicht beschrieben werden. Zudem führen wir eine neue,
kompaktere Indexschreibweise k = {i, ν} ein, wobei k von 1 bis 3N läuft. Wir wollen
jedoch im Folgenden auf beide Indexschreibweisen zurückgreifen, aus dem Kontext der
Verwendung ist dabei leicht ersichtlich, welche der beiden Schreibweisen gewählt wur-
de.

Für die Bestimmung der Normalkoordinaten müssen wir den Hamiltonoperator in seine
Taylorreihe um die Gleichgewichtspositionen entwickeln. Dazu wechseln wir in das mit
Koordinatensystem, das mit dem Kristall rotiert. Wir erhalten:

H(p,q) ≈ H(p0,q0) +
3N∑
k=1

∂H

∂pk

(p0,q0) δpk +
3N∑
k=1

∂H

∂qk

(p0,q0) δqk

+
1

2

3N∑
k,l=1

∂2H

∂pk∂pl

(p0,q0) δpkδpl +
1

2

3N∑
k,l=1

∂2H

∂qk∂ql

(p0,q0) δqkδql

+
3N∑

k,l=1

∂2H

∂pk∂ql

(p0,q0) δpkδql +O(δq3) (3.5)

Dabei haben wir die Entwicklung nach der zweiten Ordnung abgebrochen. Die höhe-
ren Ordnungen sind natürlich nur noch vom Coulombpotential, also nur noch von den
Koordinaten, abhängig, da die Impulse nur quadratisch, oder in linear in den Kopp-
lungstermen vorkommen. Die Entwicklung ist dabei nur für kleine Auslenkungen um die
Gleichgewichtspositionen herum gültig, da sonst die höheren Terme der Entwicklung des
Coulombpotentials nicht mehr vernachlässigbar sind.

Der konstante Term H(p0,q0) in der Entwicklung hat keinen Einfluß auf die Form der
Bewegungsgleichungen, und kann deswegen im Folgenden vernachlässigt werden. Weiter
überprüfen wir, ob die ersten Ableitungen ausgewertet an den Gleichgewichtspositionen
identisch Null sind, also die erste Ordnung der Entwicklung verschwindet. Eine nicht-
verschwindende Lösung würde bedeuten, dass wir nicht die korrekten Gleichgewichtspo-
sitionen bestimmt haben.
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In der Entwicklung (3.5) haben wir Terme, in denen sowohl Impulse als auch Koordinaten
vorkommen. Diese sind gegeben durch:

∂2H

∂pi,x∂qi,y

= +
ω′

c

2

∂2H

∂pi,y∂qi,x

= −ω′
c

2
(3.6)

Hier steht die effektive Zyklotronfrequenz, da die Stärke der Kopplung von der Wahl
des Bezugssystems abhängt. Wir können den entwickelten Hamiltonoperator als Matrix
darstellen, da die Entwicklung rein quadratisch in Koordinaten und Impulsen ist.

Da p0k und q0k konstant sind, gilt für die Differentiale:

d(δpk) = dpk d(δqk) = dqk (3.7)

Wir können dies in die Entwicklung (3.5) einsetzen. Um dann im Folgenden nicht immer
δpk und δqk schreiben zu müssen, wollen wir diese der Einfachheit halber mit pk und qk

bezeichnen, aber im Hinterkopf behalten, dass dadurch nur die Auslenkungen aus den
Gleichgewichtspositionen beschrieben werden

Wir wollen die Impulse und Koordinaten als Spalten- bzw. Zeilenvektoren schreiben:

p =


p1,x

p1,y
...

pN,x

pN,y

 q =


q1,x

q1,y
...

qN,x

qN,y

 (3.8)

Wir können damit den Hamiltonoperator darstellen als 6N × 6N -Matrix

H =
(
pt qt

) (
Hpp Hpq

Hqp Hqq

) (
p
q

)
(3.9)

wobei die 3N × 3N -Submatrizen gegeben sind durch:

Hpp =


∂2H
∂p2

1

∂2H
∂p1∂p2

. . .
∂2H

∂p2∂p1

∂2H
∂p2

2
. . .

...
... . . .

 Hpq =


∂2H

∂p1∂q1

∂2H
∂p1∂q2

. . .
∂2H

∂p2∂q1

∂2H
∂p2∂q2

. . .
...

... . . .

 (3.10)

Hqp =


∂2H

∂q1∂p1

∂2H
∂q1∂p2

. . .
∂2H

∂q2∂p1

∂2H
∂q2∂p2

. . .
...

... . . .

 Hqq =


∂2H
∂q2

1

∂2H
∂q1∂q2

. . .
∂2H

∂q2∂q1

∂2H
∂q2

2
. . .

...
... . . .

 (3.11)

Da die partiellen Ableitungen vertauschen, gilt Ht
pq = Hqp. Weiter sind Hpp und Hqq

symmetrisch, Ht
pp = Hpp bzw. Ht

qq = Hqq (Hpq und Hqp sind jedoch nicht symmetrisch).
Folglich ist der Hamiltonoperator H erwartungsgemäß symmetrisch:

Ht =

(
Ht

pp Ht
qp

Ht
pq Ht

qq

)
=

(
Hpp Hpq

Hqp Hqq

)
= H (3.12)
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Hpp ist dabei zudem diagonal, sogar proportional zur Einheitsmatrix2: Hpp = 1
2m
1.

Also

Hpp =


1

2m
0 . . .

0 1
2m

. . .
...

... . . .

 (3.13)

Für die Kopplungsmatrizen Hpq bzw. Hqp gilt:

∂2H

∂pi,σ∂qj,τ

= δijεστz
ω′

c

2
, (3.14)

also ist Hpq blockdiagonal in den Blöcken zugehörig zum gleichen Ion

Hpq =

C 0 . . .
0 C . . .
...

... . . .

 (3.15)

mit den Unterblöcken

C =

 0 +ω′c
2

0

−ω′c
2

0 0
0 0 0

 (3.16)

Die gemischten Ableitungen in Hqq verschwinden im Allgemeinen nicht, weswegen dies
nicht vereinfachen werden kann.

3.3. Normalmodentransformation

Wir suchen eine Basis für unsere kanonischen Variablen derart, dass der Hamiltonope-
rator sich in ihr diagonal darstellen lässt. Dazu können wir aber den Hamiltonoperator
nicht einfach diagonalisieren, indem wir eine orthogonale Transformation T über die
Bestimmung der Eigenvektoren des Hamiltonoperators H ermitteln, so dass THT T dia-
gonal ist. Denn die Hamiltonschen Gleichungen

q̇k =
∂H

∂pk

ṗk = −∂H

∂qk

(3.17)

dürfen bei der Transformation der Koordinaten und Impulse nicht ihre Form ändern.
Die Transformation muss kanonisch sein, d.h. für eine Transformation T : p,q 7→ P,Q
zu neuen Koordinaten und Impulsen Pk, Qk muss gelten:

{Pi, Qj} = δij {Pi, Pj} = 0 {Qi, Qj} = 0 (3.18)

2Im Falle ohne Kopplung zwischen Koordinaten und Impulsen wird bei der Bestimmung der Normal-
koordinaten die Aufmerksamkeit auf die Entwicklung des Potentials nach den Koordinaten gerichtet,
da eben die Entwicklung der gemischten Teile Hpq bzw. Hqp verschwindet und der Impulsteil der
Entwicklung eben proportional zur Einheitsmatrix ist.
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Dabei sind die Poissonschen Klammern für zwei Größen u und v wie folgt definiert:

{u, v} =
∑

k

(
∂u

∂pk

∂v

∂qk

− ∂u

∂qk

∂v

∂pk

)
(3.19)

Wir können dann die Bewegungsgleichungen des transformierten Hamiltonoperators in
den neuen Koordianten einfach lösen, da dieser diagonal ist und die Bewegungsgleichun-
gen somit entkoppeln. Die Lösung ist dann in den transformierten Koordinaten und
Impulsen gegeben, so dass wir durch Rücktransformation die Lösung in den ursprüngli-
chen Koordinaten und Impulse erhalten.

3.3.1. Kanonische Transformationen

Bevor wir uns der eigentlichen Untersuchung zuwenden, ist es lehrreich, den Fall einer
kanonischen Koordinatentransformation für den Fall ohne Kopplung zwischen Koordi-
naten und Impulsen zu untersuchen.

Kanonische Koordiantentransformation - Fall ohne Kopplung

Enthält der Hamiltonoperator keine Kopplung zwischen Koordinaten und Impulsen, so
lässt er sich nach einer Entwicklung in quadratischer Ordnung schreiben als

H̄(p,q) = pT H̄ppp + qT H̄qqq, (3.20)

mit symmetrischen Matrizen H̄pp und H̄qq. Wir bestimmen nun das Eigensystem zu H̄qq,
und erhalten dadurch eine orthogonale lineare Abbildung V mit V T V = 1. Deren Spalten
sind gegeben durch die normierten Eigenvektoren von H̄qq, sowie eine Diagonalmatrix Ω,
welche über folgende Gleichung miteinander verknüpft sind:

H̄qq = V T ΩV (3.21)

Wir setzen wir dies in Gleichung (3.20) ein, und erhalten

H̄(p,q) = pT H̄ppp + qT H̄qqq

=
1

2m
pTp + qT V T ΩV q

=
1

2m
pT

1︷ ︸︸ ︷
V T V p + qT V T ΩV q

=
1

2m
(V p)T (V p) + (V q)T Ω(V q) (3.22)
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Führen wir jetzt eine Koordinatentransformation durch,(
P
Q

)
=

(
V 0
0 V

) (
p
q

)
=

(
V p
V q

)
, (3.23)

so sehen wir, dass der Hamiltonoperator in den neuen Koordinaten diagonal ist:

H̄(p,q) = H̄(P,Q) =
1

2m
PTP + QT ΩQ (3.24)

Wir müssen aber noch überprüfen, ob diese Transformation tatsächlich kanonisch ist.
Dazu betrachten wir die Poissonschen Klammern zwischen den neuen Koordinaten:

{Pi, Qk} = {Vijpj, Vklql} = VijVkl {pj, ql} = VijVklδjl

= VijVkj = Vij(V
T )jk = (V V T )ik = δik (3.25)

{Pi, Pk} = {Vijpj, Vklpk} = VijVkl {pj, pl} = 0 (3.26)
{Qi, Qk} = {Vijqj, Vklqk} = VijVkl {qj, ql} = 0 (3.27)

Somit ist die Transformation kanonisch, wenn V orthogonal ist. Dies ist aber eine hin-
reichende Bedingung, wie wir im folgenden sehen werden.

Allgemeine Anforderungen an eine Koordinatentransformation

Wir wollen nun genauer die Anforderungen an eine kanonische Koordinatentransforma-
tion untersuchen. Eine allgemeine lineare Transformation T : p,q 7→ P,Q der Koordina-
ten und Impulse lässt sich in der Basis bestehend aus p,q darstellen als 6N×6N -Matrix,
die wir wie folgt in vier 3N × 3N -Blöcke zerlegen:

T =

(
TPp TPq

TQp TQq

)
(3.28)

Wir wenden nun T auf die ursprünglichen Koordianten und Impulse an:(
P
Q

)
=

(
TPp TPq

TQp TQq

) (
p
q

)
=

(
TPpp + TPqq
TQpp + TQqq

)
(3.29)

Die Poissonschen Klammern zwischen den neuen Koordinaten und Impulsen ergeben
sich damit zu:

{Pi, Qk} =
{

(TPp)ij pj + (TPq)ij qj, (TQp)kl pl + (TQq)kl ql

}
= (TPp)ij (TQq)kl {pj, ql}+ (TPq)ij (TQp)kl {qj, pl}
= (TPp)ij (TQq)kl δjl − (TPq)ij (TQp)kl δjl

= (TPp)ij (TQq)kj − (TPq)ij (TQp)kj

= (TPp)ij

(
TQq

T
)

jk
− (TPq)ij

(
TQp

T
)

jk

=
(
TPpTQq

T
)

ik
−

(
TPqTQp

T
)

ik
(3.30)
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{Pi, Pk} =
{

(TPp)ij pj + (TPq)ij qj, (TPp)kl pl + (TPq)kl ql

}
= (TPp)ij (TPq)kl {pj, ql}+ (TPq)ij (TPp)kl {qj, pl}
= (TPp)ij (TPq)kj − (TPq)ij (TPp)kj

= (TPp)ij

(
TPq

T
)

jk
− (TPq)ij

(
TPp

T
)

jk

=
(
TPpTPq

T
)

ik
−

(
TPqTPp

T
)

ik

=
(
TPpTPq

T − TPqTPp
T
)

ik
(3.31)

{Qi, Qk} =
{

(TQp)ij pj + (TQq)ij qj, (TQp)kl pl + (TQq)kl ql

}
= (TQp)ij (TQq)kl {pj, ql}+ (TQq)ij (TQp)kl {qj, pl}
= (TQp)ij (TQq)kj − (TQq)ij (TQp)kj

= (TQp)ij

(
TQq

T
)

jk
− (TQq)ij

(
TQp

T
)

jk

=
(
TQpTQq

T
)

ik
−

(
TQqTQp

T
)

ik

=
(
TQpTQq

T − TQqTQp
T
)

ik
(3.32)

Es gelten die Bedingungen

{Pi, Qk} = δik {Pi, Pk} = 0 {Qi, Qk} = 0, (3.33)

also

TPpTQq
T − TPqTQp

T = 1 (3.34)

TPpTPq
T =

(
TPpTPq

T
)T (3.35)

TQpTQq
T =

(
TQpTQq

T
)T (3.36)

Die obigen Gleichungen sind also die Bedingungen, die sich an eine Koordinatentrans-
formation stellen.

Bei der anfangs beschriebenen direkten Diagonalisierung erhalten wir die korrekten Ei-
genwerte, die Transformation ist aber im allgemeinen nicht kanonisch. Die Eigenvekto-
ren sind zwar im 6N × 6N -Phasenraum zueinander orthogonal sind, dies ist aber nicht
hinreichend für eine kanonische Transformation. Vielmehr müssen für eine kanonische
Koordiantentransformation die Bedingungen (3.34-3.36) erfüllt sein, was aufgrund der
allgemeinen Uneindeutigkeit der Eigenvektoren kein Widerspruch ist.

Einfache Fälle kanonischer Transformationen

Wir wollen nun einige einfache Beispiele für kanonische Koordinatentransformationen
angeben.
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1. Reskalierung der Koordinaten und Impulse in der Form pk 7→ αkpk, qk 7→ α−1
k qk

2. Vertauschung zwischen Koordinaten und Impulsen: pk 7→ qj, qk 7→ −pj. Ein einfa-
cher Spezialfall ist: ( 0 1

−1 0 )

3. ( M 0
0 M ) mit MMT = 1: Dies ist der sehr einfache Fall, der uns aus dem vorherigen

Unterabschnitt bekannt ist. Bedingungen (3.35) und (3.36) sind dadurch erfüllt,
dass die Nebendiagonalblöcke identisch Null sind, und Bedingung (3.34) dadurch
dass die Matrix M orthogonal ist.

4.
(

0 M
−M 0

)
mit MMT = 1: Dies lässt sich auf den vorherigen Fall mit einer zusätz-

lichen Vertauschung der Koordinaten und Impulsen zurückführen.

5. ( M 0
0 N ) mit MNT = 1: Auch hier sind die Bedingungen (3.35) und (3.36) erfüllt, da

die Nebendiagonalblöcke identisch Null sind. Bedingung (3.34) ist weniger strikt
als im Fall zuvor. MNT = 1 kann einfach erfüllt werden, nämlich für NT = M−1.

6.
(

M N
−N M

)
mit MMT = α1, NNT = β1 und α + β = 1: Dies ist der einfachste Fall,

bei dem die Nebendiagonalblöcke nicht verschwinden. Dieser Fall lässt sich noch
verallgemeinern, da die Unterblöcke nicht diese Bedingungen erfüllen müssen,es
muss nur MMT + NNT = 1 gelten.

3.3.2. Schema der Diagonalisierung

Wir zerlegen die Transformation in vier Schritte, die jeweils für sich kanonisch sind.
Zunächst wird die Kopplung zwischen den Koordinaten entfernt, so dass nur noch zwei
Diagonalblöcke vorhanden. Danach wird der obere Block mit Hilfe einer orthogonalen
Transformation diagonalisiert. Dann werden die Koordinaten reskaliert, damit der obere
Block, ähnlich wie im Fall ohne Kopplung, proportional zur Identität ist, und mit der
vierten Transformation dann der untere Block diagonalisiert. Wir wollen die einzelnen
Schritte im folgenden besprechen.

Die Matrix, die den Hamiltonoperator beschreibt, ist gegeben durch

H =



Hpp Hpq

Hqp Hqq


, (3.37)
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wobei Hpq = HT
qp = −Hqp gilt. In einem ersten Schritt entfernen wir die Kopplung

zwischen Koordinaten und Impulse. Dies kann nicht mit kanonischen Transformationen
durchgeführt werden, die nur blockdiagonal sind, oder nur nebendiagonale Blöcke haben,
wie äquivalent zu zeigen ist. Denn betrachten wir(

M 0
0 N

) (
Hpp Hpq

Hqp Hqq

) (
MT 0
0 NT

)
=

(
MHppM

T MHpqN
T

NHqpM
T MHqqN

T

)
, (3.38)

so muss
MHpqN

T = 0 und NHqpM
T = 0 (3.39)

gelten, damit die erhaltene Matrix blockdiagonal ist. Ist dies erfüllt, so gilt auch

det(MHpqN
T ) = 0 und det(NHqpM

T ) = 0. (3.40)

Jedoch ist die Transformation nach Voraussetzung kanonisch, also gilt

MNT = 1 und damit det(MNT ) 6= 0, (3.41)

so dass nach der Multiplikationsregel für Determinaten

det M 6= 0 und det N 6= 0, (3.42)

folgt. Die Determinante der Kopplung verschwindet jedoch nicht,

detHpq = detHqp 6= 0, (3.43)

so dass wieder nach der Multiplikationsregel für Determinanten

det(MHpqN
T ) 6= 0 bzw. det(NHqpM

T ) 6= 0 (3.44)

folgt, was im Widerspruch zur Bedingung (3.40) steht. D.h. die Transformation kann
nicht blockdiagonal sein, sondern muss von der Form(

M N
−N M

)
oder komplizierter sein. Für kleine Teilchenzahlen ist diese noch analytisch zu bestim-
men, für größere Teilchenzahlen muss eine andere Methode gefunden werden, die wir am
Schluß dieses Kapitels vorstellen.

Wir nehmen also zunächst an, wir haben diese Transformation T1 bestimmt, so dass wir
nach der Transformation ein neuen Hamiltonoperator H1 erhalten, der nur noch block-
diagonal ist, also keine Kopplung mehr zwischen Koordinaten und Impulsen enthält.
Dabei erhalten wir Diagonalblöcke, die natürlich im allgemeinen verschieden von den
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ursprünglichen sind, H1
pp 6= Hpp und H1

qq 6= Hqq

T T
1 HT1 =



H1
pp 0

0 H1
qq


=: H1 (3.45)

Da der Hamiltonoperator H1 blockdiagonal ist, können wir sofort aus der Gruppeneigen-
schaft blockdiagonaler Matrizen schließen, dass ausreicht, alle weiteren Transformationen
blockdiagonal zu wählen. H1 = T T

1 HT1 ist symmetrisch, da H symmetrisch ist. Daraus
folgt unmittelbar, dass auch H1

pp und H1
qq symmetrisch sind.

In einem zweiten Schritt wollen wir den oberen Block H1
pp diagonalisieren. Da H1

pp sym-
metrisch ist, finden wir über die Bestimmung des Eigensystems eine orthogonale Trans-
formation M, so dass MT

2H1
ppM2 diagonal ist. Wir setzen also T2 wie folgt zusammen:

T2 =

(
M2 0
0 M2

)
(3.46)

Damit ist nach Gleichung (3.34) T2 kanonisch (siehe Fall 3 im letzten Unterabschnitt,
M2 ist orthogonal), und der Hamiltonoperator H1 transformiert wie folgt:

T T
2 H1T2 =



Π1 0
Π2

0
. . .

0

0 H2
qq


=: H2 (3.47)

H2
qq = MT

2H1
qqM2 ist symmetrisch, da H1

qq symmetrisch ist. Dabei gilt im allgemeinen
H2

qq 6= H1
qq. Wir reskalieren die erhaltene Matrix derart mit einer Transformation T3,

dass alle Einträge identisch sind, sie also proportional zur Identität ist. Dabei können
wir diesen Eintrag auch zu 1/2m reskalieren:

α1Π1 = α2Π2 = · · · = α3NΠ3N ≡ 1

2m
(3.48)
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Damit erhalten wir folgende Matrix:

T T
3 H2T3 =



1
2m

0
1

2m

0
. . .

0

0 H3
qq


=: H3 (3.49)

Die Reskalierung ist natürlich kanonisch, wie wir ja bereits im vorherigen Unterabschnitt
untersucht haben (Fall 1). Die neue Matrix H3

qq ist zudem symmetrisch, da H2
qq symme-

trisch ist.

Nun können wir den unteren Block über eine orthogonale Transformation M4 diagona-
lisieren, indem das Eigensystem zu H3

qq bestimmen.

T T
4 H3T4 =



1
2m

0
1

2m

0
. . .

0

0

Ω1 0
Ω2

0
. . .


=: H4 (3.50)

Bevor wir uns der Bestimmung und Darstellung der Normalmoden für zwei Ionen aus-
führlich widmen, wollen wir zunächst erneut auf den Einteilchenfall zurückkommen, um
die Überlegungen des vorherigen Abschnitts zu überprüfen und zu verdeutlichen

Rückblick auf das Einteilchenproblem

Wie wir in Unterabschnitt 2.1.2 gesehen hatten, war die kanonische Transformation
für ein Teilchen gegeben durch Gleichung (2.17a) auf Seite 15 gegeben. Sie lautet in
Matrixschreibweise wie folgt:

1√
2


1 0 0 1
1 0 0 −1
0 −1 1 0
0 1 1 0




α−1 0 0 0
0 α−1 0 0
0 0 α 0
0 0 0 α

 (3.51)

mit α =
√

mω1/2. Wir sehen, dass zuerst (rechte Matrix) eine Reskalierung erfolgt,
welche natürlich kanonisch ist. Die zweite Transformation (linke Matrix) ist dann vom
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Typ
(

M N
−N M

)
, und damit kanonsich, wie wir einfach durch Nachrechnen feststellen kön-

nen. Wir erhalten natürlich die selben Lösungen wie in Unterabschnitt 2.1.2 für die
Bewegungsmoden.

3.4. Normalmoden für zwei Ionen

Wir gehen bei der Bestimmung der Normalkoordinaten genau vor wie in Unterab-
schnitt 3.3.2 beschrieben. Die quadratische Entwicklung liefert für Hqq die Matrix

Q1 0 0 Q7 0 0
0 Q2 0 0 Q8 0
0 0 Q3 0 0 Q9

Q7 0 0 Q4 0 0
0 Q8 0 0 Q5 0
0 0 Q9 0 0 Q6

 . (3.52)

Es gibt hier also nur eine Kopplung zwischen q1,x und q2,x, q1,y und q2,y usw., jedoch
keine Kopplung zwischen q1,x und q2,y, q2,x und q2,y usw. Dies ist, wie wir sehen werden,
für mehr Teilchen nicht mehr so gegeben. Die restlichen Blöcke von H lassen sich trivial
bestimmen.

Der kritische Teil bei der Transformation ist die Entkopplung der Koordinaten von den
Impulsen, also die Blockdiagonalisierung. Wir wenden dazu eine Transformation der
selben Form wie im Einteilchenfall an, zusammengesetzt aus einer Reskalierung sowie
der Matrix

1√
2

0 0 0 0 0 0 − 1√
2

0 0 0 0
1√
2

0 0 0 0 0 0 1√
2

0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1√

2
0 0 0 0 0 0 − 1√

2
0

0 0 0 1√
2

0 0 0 0 0 0 1√
2

0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1√

2
0 0 0 0 1√

2
0 0 0 0 0

0 − 1√
2

0 0 0 0 1√
2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1√

2
0 0 0 0 1√

2
0 0

0 0 0 0 − 1√
2

0 0 0 0 1√
2

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



, (3.53)

die der Form
(

M N
−N M

)
und damit kanonisch ist, wie man auch leicht durch Überprüfung

der Bedingungen (3.34-3.36) feststellen kann. Die restlichen Schritte zur Bestimmung



54 3.4 Normalmoden für zwei Ionen

der Normalmoden sind unproblematisch, so dass hier nicht weiter darauf eingegangen
werden soll.

Es soll jedoch bemerkt werden, dass die Blockdiagonalisierung mit dieser Transformation
nur deswegen erfolgreich durchgeführt werden kann, da in der quadratischen Entwicklung
nicht alle Koordinaten miteinander gekoppelt sind. Würde z.B noch ein Kopplungsterm
zwischen q1,x und q2,y stehen, so würde dieser nach der Transformation in den neben-
diagonalen Blöcken auftauchen. Die Transformation zieht hier also einen Vorteil daraus,
dass im Hqq Block hinreichend viele Nullen stehen. Dies ist im Allgemeinen nicht mög-
lich, so dass dies keine Transformation ist, die generell die Impulse und Koordinaten
entkoppelt.

Wir wollen nun die Normalmoden für zwei verschiedene Rotationsgeschwindigkeiten des
Kristalls darstellen, einmal bei einer Rotation mit halber Zyklotronfrequenz, sowie ein-
mal mit einer niedrigerer Frequenz. Beide Untersuchungen finden aber für eine Axial-
frequenz ωz statt, für die kein Phasenübergang möglich ist. Für andere Bereiche ist die
Energieminimierung numerisch noch zu unstabil, um systematische Untersuchungen der
Normalmoden durchzuführen.

3.4.1. Normalmoden bei Rotation mit halber Zyklotronfrequenz

Wir erhalten 3N = 6 Normalmoden, die sich in 3 Schwerpunktsmoden und 3(N − 1)
relative Moden aufteilen, dargestellt jeweils in den Abbildungen 3.8 und 3.9. Man sieht,
dass bei allen Moden die Impulse und Koordinaten gleichgerichtet sind, die Bewegung
der einzelnen Ionen verläuft also bei allen Moden eindimensional. Für die Normalmoden
erhalten wir die in Tabelle 3.2 angegebenen Eigenfrequenzen. Die Schwerpunktsmode in
z-Richtung (Teilabbildung 3.8a) hat dabei wie erwartet gerade die Axialfrequenz als Ei-
genfrequenz, die Schwerpunktsbewegungen in x- und y-Richtung (Teilabbildungen 3.8b
und 3.8c) haben jeweils ω1/ωc =

√
2/20 als Eigenfrequenz. Da die Schwerpunktsbewe-

gung sich wie die Bewegung eines einzelnen Teilchens betrachten lässt, kann die radiale
Schwerpunktsbewegung entweder wie hier in einer linearen Basis, oder in einer zirkularen
Basis dargestellt werden, vergleiche dazu auch Abschnitt 2.2.1. Die sogenannte „rocking
“-Mode hat eine etwas geringere Frequenz als die axiale Schwerpunktsmode, während die
Vibrationsmode (Teilabbildung 3.9a) eine Eigenfrequenz von

√
3 mal der Frequenz der

radialen Schwerpunktsbewegung, also
√

3 ω1/ωc ≈ 0.1225. Die Rotationsmode schließ-
lich (Teilabbildung 3.9c) hat eine Eigenfrequenz identisch zu Null, es findet also im mit
dem Kristall rotierenden Bezugssystem keine Bewegung statt.
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Mode Richtung Frequenz
Schwerpunktsmode axial 0.7
rocking-Mode axial 0.6964
Vibrationsmode radial 0.1225
x-Schwerpunktsmode radial 0.0707
y-Schwerpunktsmode radial 0.0707
Rotationsmode radial 0

Tabelle 3.2: Eigenfrequenzen der Normalmoden bei Rotation mit halber Zyklotronfre-
quenz. Die Frequenzen sind dabei mit der Zyklotronfrequenz normiert.
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Abbildung 3.8: Schwerpunktsmoden für zwei Ionen bei Rotation mit ωc/2. Links die Im-
pulskomponente (blaue Pfeile), rechts die Ortskomponente (rote Pfeile). Beide sind bei
allen drei Moden gleich gerichtet und in Phase. (a) und (b) stellen die Schwerpunktsmo-
de in z-Richtung dar, (c) und (d) diejenige in y-Richtung, und (e) sowie (f) diejenige in
x-Richtung.
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Abbildung 3.9: Moden der internen Freiheitsgrade für zwei Ionen bei Rotation mit ωc/2.
Links die Impulskomponente (blau), rechts die Ortskomponente (rot), die ebenfalls bei je-
den Ion in Phase und gleichgerichtet sind. Die Bewegung der Ionen zueinander ist aber je-
weils gegenphasig. (a) und (b) stellen dabei die sogenannte „rocking “-Mode dar, bei denen
sich beide Ionen gerade gegenphasig zueinander in z-Richtung bewegen. (c) und (d) zeigen
die Vibrationsmode, bei denen die Ionen gegeneinander in der radialen Ebene schwingen.
(e) sowie (f) zeigen die Rotationsmode.
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3.4.2. Normalmoden bei Rotation nahe der halben Zyklotronfrequenz

Wir betrachten zwei Ionen bei einer Rotation nahe der halben Zyklotronfrequenz. Wir
wählen dazu die Rotationsfrequenz zu 0.4824 ωc. Wir erhalten dann die in Tabelle 3.3
angegebenen Eigenfrequenzen.

Die axialen Eigenmoden sind gegeben wie im Falle zuvor, jedoch erhöht sich die Ei-
genfrequenz der rocking-Mode etwas, da die Ionen durch die Rotation nicht mehr den
minimalen Abstand zueinander einnehmen. Die Frequenz der axialen Schwerpunktsmo-
de bleibt dabei natürlich invariant. Die Frequenzen der radialen Moden verschieben sich
dabei in unterschiedlicher Richtung: Die Vibrationsmode erhält dabei eine höhere Fre-
quenz, ebenso eine der radialen Schwerpunktsmoden, nämlich diejenige in Richtung der
Rotation der beiden Ionen. Die andere Schwerpunktsmode, entgegen der Rotation der
Ionen, verringert ihre Frequenz etwas. Die Frequenz der Rotationsmode bleibt weiter
Null.

Bei den radialen Eigenmoden sind jetzt die Orts- und Impulskomponenten nicht mehr
gleichgerichtet, so dass die Bewegung der Ionen in jeder Mode im Allgemeinen nicht
mehr eindimensional, sondern ellipsenförmig sind. Wir wollen deswegen hier auch die
Trajektorien der Ionen in diesen Moden aufzeichnen (Abbildung 3.12) , um die Form
der Bewegung zu verdeutlichen.

Insbesondere sehen wir in Teilabbildung 3.12a, dass die Vibrationsmode nun nicht mehr
durch eine eindimensionale Schwingung gegeben ist, sondern eine ellipsenförmige Bahn-
kurve beschreibt.

Die radialen Schwerpunktsmoden konnten ja schon im Fall zuvor als Superposition zirku-
larer Bewegungen dargestellt werden; nun ist aufgrund der verschiedenen Frequenzen der
Moden nur eine solche Beschreibung möglich. Jedoch ist eine Darstellung der Schwin-
gungen in einer linearen Basis nicht mehr möglich. Die Trajektorien beschreiben also
Kreisbahnen mit unterschiedlicher Frequenz und entgegengesetztem Drehsinn.



Kapitel 3. Bestimmung der Normalmoden 59

Mode Richtung Frequenz
Schwerpunktsmode axial 0.7
rocking-Mode axial 0.6967
Vibrationsmode radial 0.1237
Schwerpunktsmode 1 radial 0.0883
Schwerpunktsmode 2 radial 0.0530
Rotationsmode radial 0

Tabelle 3.3: Eigenfrequenzen der Normalmoden für zwei Ionen bei Rotationsfrequenz
(0.4824 ωc), also nahe der halben Zyklotronfrequenz. Die Frequenzen sind dabei mit der
Zyklotronfrequenz normiert.



60 3.4 Normalmoden für zwei Ionen

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

y

z

(a) Impulse der Schwerpunkts-
mode in z-Richtung

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

y

z

(b) Koordinaten der Schwer-
punktsmode in z-Richtung

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

x

y

(c) Radiale Schwerpunktsmo-
de 1

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

x

y

(d) Radiale Schwerpunktsmo-
de 1

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

x

y

(e) Radiale Schwerpunktsmo-
de 2

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

x

y

(f) Radiale Schwerpunktsmo-
de 2

Abbildung 3.10: Schwerpunktsmoden für zwei Ionen bei Rotation nahe ωc/2. (c)-(f): In
der radialen Ebene sind nun Impuls- und Ortskomponenten der Moden nicht mehr gleich-
gerichtet, so dass die Bewegung der Ionen nicht mehr eindimensional, sondern im Allge-
meinen ellipsenförmig verläuft. Zu jeder Mode gehören je zwei Basen in Impulsen (blau)
und Koordinaten (rot); durch diese sind dann Amplitude und Phase der Mode eindeutig
bestimmt.
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Abbildung 3.11: Moden der internen Freiheitsgrade für zwei Ionen bei Rotation nahe
ωc/2. (c)-(f): In der radialen Ebene sind nun Impuls- und Ortskomponenten der Moden
nicht mehr gleichgerichtet, so dass auch die internen Bewegungsmoden der Ionen nicht
mehr eindimensional, sondern im Allgemeinen ellipsenförmig verlaufen. Auch hier gehören
zu jeder Mode zwei Basen mit jeweils Impuls- (blau) und Ortskomponenten (rot), um
Amplitude und Phase festzulegen.
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Abbildung 3.12: Trajektorien der radialen Moden für zwei Ionen bei Rotation nahe der
Zyklotronfrequenz. (a) zeigt die Vibrationsmode, bei der die Ionen sich phasenversetzt zu-
einander auf Ellipsen entgegen dem Uhrzeigersinn bewegen. (b) zeigt die radiale Schwer-
punktsmode, bei der die Ionen sich phasengleich auf Kreisbahnen entgegen dem Uhrzeiger-
sinn bewegen. (c) zeigt die radiale Schwerpunktsmode, bei der die Ionen sich phasengleich
auf Kreisbahnen im Uhrzeigersinn bewegen.
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3.4.3. Normalmoden bei Rotation nahe der minimalen Rotationsfrequenz

Wir betrachten zwei Ionen relativ nahe an der minimalen Rotationsfrequenz untersuchen.
Diese ist für die gewählten Parameter gegeben durch 0.4293 ωc. Für die Berechnungen
wählen wir die Rotationsfrequenz 0.4323 ωc, und erhalten dabei Eigenfrequenzen, die in
Tabelle 3.4 dargestellt sind. Die Frequenz der axiale Schwerpunktsmode bleibt dabei
invariant, die der rocking-Mode ändert sich aufgrund des größeren Ionenabstands. Die
Impuls- und Ortskomponenten der radialen Moden sind analog wie im Fall zuvor nicht
mehr gleichgerichtet. Die Trajektorien wurden berechnet und in Abbildung 3.13 darge-
stellt. Wir stellen fest, dass jetzt alle drei Bewegungen näherungsweise kreisförmig sind.
Die Vibrationsmode 3.13a geht dabei in eine zirkulare Bewegung beider Ionen entgegen
dem Uhrzeigersinn über, wobei beide Ionen sich gegenphasig zueinander bewegen.

Die nächste Mode bezeichnen wir im Folgenden als modifizierte Zyklotronmode 3.13b.
Denn beide Ionen bewegen sich gleichphasig auf Kreisbahnen entgegen dem Uhrzeiger-
sinn, sie ist also eine Schwerpunktsmode. Transformiert man die Frequenz zurück ins
Laborsystem, so ist sie von der maximalen Rotationsfrequenz 0.5707 ωc nicht zu unter-
scheiden. Die maximale Rotationsfrequenz ist aber gleich der modifizierten Zyklotron-
frequenz.

Dann haben wir (neben der vernachlässigten Rotationsmode, die wieder Frequenz Null
aufweist) noch eine im Uhrzeigersinn rotierende Mode 3.13c, die wir im Folgenden als
Magnetronmode bezeichnen wollen. Betrachtet man diese ebenfalls wieder aus dem La-
borsystem, so ist sie sehr nahe bei der minimalen Rotationsfrequenz ωc/2 − ω1, die ja
der Magnetronfrequenz entspricht.

Zusammenfassend können wir die erhaltenen Ergebnisse mit den Überlegungen in Un-
terabschnitt 2.2.2 in Einklang bringen. Bei niedriger Dichte des Plasmas ist die Ma-
gnetronbewegung analog zum Einteilchenfall, und es findet keine Verbreiterung durch
Wechselwirkung der Ionen statt. Die modifizierte Zyklotronfrequenz dagegen hat zwei

Mode Richtung Frequenz
Schwerpunktsmode axial 0.7
rocking-Mode axial 0.6997
Vibrationsmode radial 0.1399
mod. Zyklotronmode radial 0.1384
Magnetronmode radial 0.0031
Rotationsmode radial 0

Tabelle 3.4: Eigenfrequenzen der Normalmoden für zwei Ionen bei Rotationsfrequenz
(0.4323 ωc), also sehr nahe an der minimalen Rotationsfrequenz. Die angegebenen Fre-
quenzen sind dabei mit der Zyklotronfrequenz normiert.
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Teile: Einen Teil, bei dem die Ionen sich gleichphasig bewegen, und einen Teil, bei dem
die Ionen sich gegenphasig zueinander bewegen. Der gleichphasige Teil ist dabei die
Schwerpunktsbewegung, und hat keine Wechselwirkung zwischen den Ionen, der gegen-
phasige Teil stellt die Relativbewegung dar, bei der die Ionen miteinander wechselwirken.
Beide Frequenzen liegen sehr nahe, was einer Linienverbreiterung der modifizierten Zy-
klotronfrequenz entspricht.

Alle erhaltenen Resutate stimmen dabei mit den Ergebnissen von Thompson und Wilson
[1997] überein. Dort wurde die Lösung der Bewegungsgleichungen unter heuristischen
Annahmen bestimmt, so dass zwar die Eigenfrequenzen und Trajektorien der Ionen
bestimmt wurden, jedoch nicht die Transformation zu den Normalkoordinaten. Diese
benötigen aber wir für die Simulation des Gatters, wie wir im folgenden Kapitel sehen
werden.
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Abbildung 3.13: Trajektorien der radialen Moden für zwei Ionen bei niedriger Rotation.
(a) zeigt die Vibrationsmode, bei der die Ionen sich phasenversetzt zueinander entgegen
dem Uhrzeigersinn bewegen. (b) zeigt die Mode der modifizierten Zyklotronfrequenz, bei
der die Ionen sich phasengleich entgegen dem Uhrzeigersinn bewegen. (c) zeigt die Magne-
tronmode, bei der die Ionen sich phasengleich im Uhrzeigersinn bewegen.
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3.5. Normalmodentransformation für größere Ionenzahlen

Die zu Beginn von 3.4 vorgestellte Transformation konnte nur deswegen Koordinaten
und Impulse entkoppeln, da die Entwicklung des Coulombpotentials für zwei Teilchen
nur wenig Kopplungsterme zwischen den Koordianten enthält. Für größere Ionenzahlen
treten in der Entwicklung diese Kopplungsterme auf, und eine analoge Transformation
ist nicht mehr anwendbar. So haben wir zwar auch Transformationen für drei und vier
Ionen gefunden, diese basieren aber jeweils auf unterschiedlichen Konzepten. Für drei Io-
nen wurde zuerst eine Diagonaliserung des Koordinatenblocks vorgenommen. Die Form
dieser Transformation ist für drei Ionen noch hinreichend einfach, so dass die Kopp-
lungsblöcke ihre einfache Form behalten, und wir dann analog zum Fall zweier Ionen
vorgehen können. Dieser Ansatz kann jedoch schon bei vier Ionen nicht mehr angewen-
det werden. Für vier Ionen wurde die Entkopplung durch eine Kombination kanonischer
und nichtkanonischer Teiltransformationen bewerkstelligt, so dass die gesamte Trans-
formation kanonisch bleibt. Jedoch ist diese Transformation auch nicht auf größere N
anwendbar.

Eine kanonische Transformation für beliebige N ist somit nicht einfach zu bestimmen.
Dies kann man sich folgender Weise klarmachen, indem man die einfachste Transforma-
tion, die Koordinaten und Impulse entkoppelt, auf einen allgemeinen Hamiltonoperator
anwendet (

H1
pp H1

pq

H1
qp H1

qq

)
=

(
MT −NT

NT MT

) (
Hpp Hpq

Hqp Hqq

) (
M N
−N M

)
, (3.54)

und die Matrixelemente genauer betrachtet:

H1
pp = MTHppM −NTHqpM −MTHpqN + NTHqqN (3.55)

H1
pq = MTHppN −NTHqpN −MTHpqM −NTHqqM (3.56)

H1
qp = NTHppM + MTHqpM −NTHpqN −MTHqqN (3.57)

H1
pq = NTHppN + MTHqpN + NTHpqM + MTHqqM (3.58)

Damit die Nebendiagonalblöcke verschwinden, muss

MTHppN −NTHqpN −MTHpqM −NTHqqM = 0 (3.59)

erfüllt sein. Die Transformation müssen wir dann durch Invertieren dieser Gleichung
bei Beachtung der Bedingungen (3.34) bis (3.36) für eine kanonische Transformation
bestimmen. Jedoch ist dieses in der Praxis sehr schwierig, da die (6N)2 Koeffizienten
der Transformationsmatrix bestimmt werden müssen.

Wir suchen deshalb nach einem anderen, einfacheren Ansatz, die Koeffizienten der ka-
nonischen Transformationsmatrix zu bestimmen. Dies wollen wir im Folgenden skizzie-
ren.
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Der Hamiltonoperator sei gegeben als H = H0 + V , wobei wir annehmen, dass H0

blockdiagonale Gestalt hat und sich in kanonischer Weise diagonalisieren lässt. V ist
ein Potential, das in Matrixschreibweise eine block-nebendiagonale Form hat, also die
beiden Blöcke miteinander koppelt. Wir können beide Blöcke mit Hilfe einer Schrieffer-
Wolf-Transformation entkoppeln [Kohn, 1964; Schrieffer und Wolff, 1966], die wir im
Folgenden kurz skizzieren möchten.

Wir wenden dazu eine Transformation eS auf H an, die die folgenden Bedingungen
erfüllen soll:

(i) S ist antisymmetrisch, also ST = −S.

(ii) Der transformierte Hamiltonoperator H̃ = e−SHeS ist blockdiagonal.

Aus (i) folgt dann, dass (eS)T = e−S gilt. Weiter gilt

eS =

(
cos S sin S
− sin S cos S

)
, (3.60)

so dass die Transformation von der Struktur
(

M N
−N M

)
ist. Weiter gilt

(cos S)(cos S)T − (sin S)(sin S)T

= cos S cos(−S)− sin S sin(−S)

= cos S cos S + sin S sin S = 1. (3.61)

Wir entwickeln dann die Transformation eS in ihre Potenzreihe, eS = 1+S+S2/2!+ · · · ,
und erhalten damit folgende Gleichung

H̃ =
[
1− S + S2/2!− · · ·

]
H

[
1 + S + S2/2! + · · ·

]
= H + HS − SH +

HS2

2
− SHS −+

S2H

2
+ · · ·

= H + [H, S] +
1

2
(HSS − SHS) +

1

2
(SSH − SHS) + · · ·

= H + [H, S] +
1

2

(
[H, S] S + S [S, H]

)
+ · · ·

= H + [H, S] +
1

2

[
[H, S] , S

]
+ · · · , (3.62)

wobei [A, B] = AB − BA der Kommutator zwischen A und B ist3. Dazu verfolgen wir
einen störungstheoretischen Lösungsansatz, und führen den Parameter λ ein, der im
Folgenden formal als klein angenommen wird. Damit erhalten wir

H = H0 + λV, S = λS1 + λ2S2 + · · · . (3.63)

3Dies ist ein Beispiel für die Verwendung des Kommutators in der klassischen Mechanik
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Damit erhalten wir

H̃ = H0 + λ
(
V + [H0, S1]

)
+ λ2

(
[H0, S2] + [V, S1] +

1

2

[
[H0, S1] , S1

])
+ · · · (3.64)

Wir untersuchen dann die Matrixelemente der Nebendiagonalblöcke von H̃, und fordern,
dass diese in erster Ordnung in λ verschwinden. Ebenso nehmen wir dann an, dass S in
erster Ordnung in λ ist. Daraus erhalten wir dann eine Gleichung, die wir nach S auflösen
können. Beispielsweise erhält man im Fall des von Schrieffer und Wolff untersuchten
Problem die Gleichung [H0, S] = V , die einfach zu lösen ist.

Es bleibt die Frage nach der Gültigkeit des verwendeten Störungsansatzes. So muss die
erhaltene Matrix S eine konvergente Lösung für H̃ liefern. Dies stellt dann eine Anfor-
derung an die Stärke der Kopplung verglichen mit der Größe der Eigenwerte von H0.
Gibt es eine Energielücke ∆ zwischen den Eigenwerten der Koordinaten und denen der
Impulse4, so muss gelten, dass die Stärke der Kopplung ‖V ‖ kleiner sein muss als diese
Energielücke, ‖V ‖ < ∆/2 [Reed und Simon, 1972]. So haben wir zuerst diese Eigenschaft
zu überprüfen, bevor wir diesen Ansatz für die Entkopplung zwischen Koordinaten und
Impulsen anwenden können.

4Die Eigenwerte der Impulse sind einfach 1/2m.



Kapitel 4

Realisierung des Gatters

Wie bereits in Kapitel 1 erwähnt, ist die Umsetzung eines Zwei-Qubit-Gatter derzeit
wohl die schwierigste Herausforderung bei Entwicklung eines skalierbaren Quantencom-
puters. In Ionenfallen ist eine Umsetzung des Zwei-Qubit-Gatter deswegen so schwierig,
da eine Wechselwirkung zwischen zwei Qubits erwünscht ist, jedoch jede andere Wech-
selwirkung mit der Umgebung und den anderen Qubits beispielsweise durch Phononen
die Funktionsweise des Gatters nicht stören darf. Folglich wird einen Vorschlag zu einer
robusten Umsetzung eines Zwei-Qubit-Gatters bei höheren Temperaturen benötigt, also
bei hohen Besetzungszahlen der Phononenmoden des Ionenkristalls. Wir wollen dabei
das controlled-phase gate (aus dem Englischen ) implementieren, welches wir im folgen-
den einfach nur als Phasengatter1 bezeichnen wollen. Dazu werden wir dies erst vom
Gesichtspunkt der Quanteninformation besprechen, und zeigen, wie dies in Gegenwart
von Phononen umgesetzt werden kann. Anschließend wenden wir uns in den folgenden
Abschnitten spezielleren Fragestellungen der Umsetzung zu.

1Es ist dabei klar, dass dies nicht mit einem Ein-Qubit-Phasengatter zu verwechseln ist.
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4.1. Schema eines Phasengatters in Gegenwart von Phononen

4.1.1. Das Phasengatter - Funktionsweise

Das Phasengatter ist allgemein definiert als eine Qubitwechselwirkung, welche genau
dann eine Phase erzeugt, wenn sich beide Qubits im Zustand |1〉 befinden:

|0〉 |0〉 → |0〉 |0〉
|0〉 |1〉 → |0〉 |1〉
|1〉 |0〉 → |1〉 |0〉
|1〉 |1〉 →eiθ |1〉 |1〉 (4.1)

Für θ = π ist dies zusammen mit weiteren Einzel-Qubit-Operationen gerade eine Menge
universeller Quantengatter, also hinreichend für die Durchführung beliebiger Quantenal-
gorithmen (siehe auch Kapitel 1).

Wir wollen nun zeigen, wie sich diese Operation mit Hilfe einer zustandsabhängigen
Wechselwirkung umsetzen lässt [Calarco u. a., 2001]. Dazu nehmen wir an, wir haben
eine Gatteroperation G, die einem Qubit-Paar zunächst nur eine zustandsabhängige
Phase aufprägt:

|0〉 |0〉 G−→eiΘ00 |0〉 |0〉

|0〉 |1〉 G−→eiΘ01 |0〉 |1〉

|1〉 |0〉 G−→eiΘ10 |1〉 |0〉

|1〉 |1〉 G−→eiΘ11 |1〉 |1〉 (4.2)

Danach wenden wir auf beide Qubits Einzel-Qubit-Operationen an. Diese können an-
schaulich als Drehungen auf der Bloch-Kugel dargestellt werden (siehe z.B. Nielsen und
Chuang [2000]).Wir rotieren das erste Qubit mit dem Winkel Θ10−Θ00 um die z-Achse
auf der Bloch-Kugel, während wir das zweite Qubit um den Winkel Θ01 − Θ00 drehen.
Die beiden Rotationen S1, S2 sind also gegeben durch:

S1 = |0〉1〈0| e
i(Θ10−Θ00)/2 + |1〉1〈1| e

−i(Θ10−Θ00)/2 (4.3)

S2 = |0〉2〈0| e
i(Θ01−Θ00)/2 + |1〉2〈1| e

−i(Θ01−Θ00)/2 (4.4)

Wenden wir also die Operation S = S1⊗S2 auf beide Qubits an, so ergeben sich folgende,
mögliche Zustände:

S eiΘ00 |0〉 |0〉 = ei(Θ10/2−Θ00/2+Θ01/2−Θ00/2+Θ00) |0〉 |0〉 (4.5a)

S eiΘ01 |0〉 |1〉 = ei(Θ10/2−Θ00/2−Θ01/2+Θ00/2+Θ01) |0〉 |1〉 (4.5b)

S eiΘ10 |1〉 |0〉 = ei(−Θ10/2+Θ00/2+Θ01/2−Θ00/2+Θ10) |1〉 |0〉 (4.5c)

S eiΘ11 |1〉 |1〉 = ei(−Θ10/2+Θ00/2−Θ01/2+Θ00/2+Θ11) |1〉 |1〉 (4.5d)
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Des weiteren vernachlässigen wir eine globale Phase von (Θ01 + Θ10)/2 und erhalten
damit das gewünschte Phasengatter 4.1 mit Winkel θ gegeben durch:

θ = Θ00 −Θ01 −Θ10 + Θ11 (4.6)

Somit ist es für ein Phasengatter hinreichend, eine Wechselwirkung zwischen zwei Ionen
derart zu erzeugen, dass die betreffenden Qubits eine Phase abhängig vom Zustand
beider Qubits erhalten.

4.1.2. Ein robustes Phasengatter - push gate

Die Ideen für ein gegenüber thermischen Phononen robustes Phasengatter basieren auf
der Umsetzung in Mikrofallen [Calarco u. a., 2001; Cirac und Zoller, 2000], in denen die
Ionen in seperaten Potentialen sitzen. Jedoch wurden die dort präsentierten Konzepte
in der Folge aufgegriffen [Šašura und Steane, 2003], und auf Ionenkristalle ausgeweitet
[García-Ripoll u. a., 2003, 2005].

Schema des Gatters

Die Umsetzung des Phasengatters soll mit Hilfe der externen Freiheitsgrade als „In-
formationsbus“ von statten gehen. Wir wollen dies in folgendem zusammenfassend be-
schreiben:

Zunächst sei die gesamte Wellenfunktion gegeben als ein Produktzustand der internen
und externen Freiheitsgrade, wobei α den internen Zustand des ersten Ions, β den inter-
nen Zustand des zweiten Ions und Ψ den gemeinsamen externen Zustand beider Ionen
bezeichnet. Unser Ausgangszustand ist also gegeben durch:

|α〉 ⊗ |β〉 ⊗ |Ψ〉 (4.7)

Dann wollen wir eine zustandsabängige Wechselwirkung über eine Zeit T anwenden, so
dass sich der externe Zustand in Abhängigkeit der ursprünglichen internen Zustände
verändert. Dabei können nach dem Ende der Wechselwirkung im allgemeinen auch die
internen Freiheitsgrade eine Änderung erfahren haben. Der Gesamtzustand erfährt durch
die Zeitentwicklung im Allgemeinen eine Phase, die abhängig ist von den ursprünglichen
internen Zuständen:

eiΘαβ |α〉′ ⊗ |β〉′ ⊗ |Ψ〉′αβ (4.8)

Mit einer weiteren zustandsabhängigen Wechselwirkung wollen wir die Verschränkung
zwischen internen und externen Freiheitsgraden wieder aufheben. Wichtig ist dabei, dass
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der externe Bewegungszustand nach Ende der Gatteroperation unverändert ist2, und die
Phase nur von den anfänglichen internen Zuständen abhängt. Wir erhalten nach dem
Gatter also idealerweise folgenden Endzustand:

eiΘαβ |α〉 ⊗ |β〉 ⊗ |Ψ〉 (4.9)

Entscheidend ist, dass der externe Bewegungszustand nach der Gatteroperation unver-
ändert ist - insbesondere dass keine Verschränkung mehr zwischen internen und externen
Freiheitsgraden besteht.

Zustandsabhängige Kraft

Wir wollen nun eine zustandsabhängige Kraft F auf zwei Qubits anwenden, um eine
zustandsabhängige Phase zu erhalten. Diese wollen wir durch folgendes Potential be-
schreiben:

Vk = −(qk · Fk)⊗ ρk, (4.10)

wobei wir die Abhängigkeit der Kraft vom internen Zustand des k-ten Ions durch die
2× 2-Matrix ρk beschreiben wollen, die auf dem Hilbertraum der internen Zustände des
Ions definiert ist. Später werden wir dann ρk gleich der Pauli-z-Matrix σz

k setzen. Die
Kraft soll dabei nur über einen Zeitraum von t = 0 bis t = T wirken, so dass die Kraft
dem Zustand der Ionen eine zustandsabhängige Phase aufprägt. Weiter soll nach dem
Ende des Gatters (t > T ) der ursprüngliche Bewegungszustand wieder eingenommen
wird.

Zunächst besprechen wir den Fall mit zwei Ionen, die sich in zwei voneinander getrennten
harmonischen Potentialen befinden [Calarco u. a., 2001; Cirac und Zoller, 2000]. Wir
beschränken uns dabei auf den eindimensionalen Fall. Der Abstand der Ionen in den
Gleichgewichtspositionen sei gegeben durch d. Wir lassen dann eine zustandsabhängige
Kraft auf beide Ionen wirken. Diese soll jeweils nur dann eine Kraft auf ein Ion ausüben,
wenn sich dieses im Zustand |1〉 befindet. Durch die Kraft wird das Ion dann um den Wert
∆x aus der Gleichgewichtsposition ausgelenkt (siehe Abbildung 4.1), wobei ∆x � d
gelten soll. Dadurch erhalten die Ionen abhängig von beiden internen Zuständen einen
unterschiedlichen Abstand. Die Coulomb-Energie der beiden Ionen ist dann ebenfalls

2Ein veränderter Bewegungszustand nach Ende des Gatters führt bei dem hier besprochenen Gatter
zu einem Fehler. Im Allgemeinen muss dies nicht der Fall sein. Vielmehr ist es hinreichend, dass der
externe Zustand nach Durchführung des Gatters nicht von den anfänglichen internen Zuständen der
Ionen abhängt.
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Abbildung 4.1: Teilchentrajektorien für zwei Ionen in Abhängigkeit der internen Zustän-
de. Befindet sich ein Ion im Zustand |1〉, so erfährt es eine Auslenkung, im Zustand |0〉
bleibt es in seiner Gleichgewichtsposition. Dadurch sind die Abstände der Ionen ebenfalls
zustandsabhängig.
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Durch diese Energieverschiebung sammeln die Ionen auf den unterschiedlichen Trajek-
torien verschiedene Phasen abhängig von ihrem internen Zustand auf. Wir können dies
auch in den Normalkoordinaten dieses „Ionenkristalls“ darstellen. Befinden sich beide
Ionen im gleichen Zustand, so ist die Auslenkung durch die Schwerpunktskoordinate ge-
geben, befinden sie sich in unterschiedlichen Zuständen, so wird die Relativkoordinate
ausgelenkt. Die Relativkoordinate wird dabei abhängig von den internen Zuständen ver-
größert oder verringert. Dies lässt sich auch elegant durch die Transformationmatrizen
für die Normalkoordinaten darstellen. Für die Schwerpunktskoordinate ist diese gegeben
durch 1√

2
( 1 0

0 1 ), für die Relativkoordinate durch 1√
2
( 1 0

0 −1 ).

Diese Beschreibung in Normalkoordinaten wenden wir jetzt für einen größeren Ionen-
kristall an. In Kapitel 3 haben wir die kanonische Transformation zu den Normalkoor-
dinaten bestimmt. Die Transformation der Koordinaten und Impulse ist dabei gegeben
durch

Pi = (TPp)ijpj + (TPq)ijqj (4.15a)
Qi = (TQp)ijpj + (TQq)ijqj. (4.15b)
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Um die Beziehung für die ursprünglichen Koordinaten zu erhalten, müssen wir T in-
vertieren, T−1 =: S. Anschließend zerlegen wir S in die entsprechenden Blöcke nach
Koordinaten und Impulsen, so dass folgende Beziehungen gelten:

pi = (SpP )ijPj + (SpQ)ijQj (4.16a)
qi = (SqP )ijPj + (SqQ)ijQj. (4.16b)

Der Hamiltonoperator mit einer zustandsabhängigen Kraft ist damit also in der Ba-
sis der Normalkoordinaten gegebene durch den Hamiltonoperator von 3N getriebenen
harmonischen Oszillatoren, welcher sich wie folgt schreibt:

H =
3N∑
k=1

[
1

2m
P 2

k +
1

2
mω2

kQ
2
k −

3N∑
i=1

Fi(SqP )ikPk −
3N∑
i=1

Fi(SqQ)ikQk

]
(4.17)

Wir erhalten gegenüber der Herleitung in Referenz [García-Ripoll u. a., 2005] einen zu-
sätzlichen Term im Hamiltonoperator des getriebenen harmonischen Oszillators, nämlich
den Term mit der Summe über alle Nomalmodenimpulse Pk, der aufgrund der Kopplung
zwischen Koordinaten und Impulsen mit einbezogen werden muss. Durch Umschreiben
auf eine dimensionslose Form mit Hilfe der Transformation P̄k = α0kPk/~, Q̄k = Qk/α0k

sowie (S̄qP )ik = (SqP )ik/α0k und (S̄qQ)ik = α0k(SqQ)ik erhalten wir:

H =
3N∑
k=1

[
1

2
~ωk(P̄

2
k + Q̄2

k)−
3N∑
i=1

Fi(S̄qP )ikP̄k −
3N∑
i=1

Fi(S̄qQ)sikQ̄k

]
, (4.18)

wobei α0k = (~/mωk)
1/2 die Grundzustandsbreite der hamonischen Oszillatoren der

jeweiligen Normalmoden ist. Dies können wir wiederum mit den Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren

ak =
1√
2
(Q̄k + iP̄k) (4.19a)

a†k =
1√
2
(Q̄k − iP̄k) (4.19b)

des harmonischen Oszillators umschreiben zu:

H =
3N∑
k=1

[
~ωk

(
a†kak +

1

2

)
−

3N∑
i=1

iFi(S̄qP )ik√
2

(̄a†k − ak)−
3N∑
i=1

Fi(S̄qQ)ik√
2

(̄a†k + ak)

]
(4.20)

Der Hamiltonoperator (4.20) ist der von 3N getriebenen harmonischen Oszillatoren, wir
wollen im Folgenden nur eine Mode betrachten, die Überlegungen lassen sich dann auf
den Fall mehrerer Moden verallgemeinern. Im Fall nur einer Mode reduziert sich der
Hamiltonoperator (4.20) zu:

H = ~ωa†a +
F1(t)√

2
(a + a†) +

iF1(t)√
2

(a− a†) (4.21)
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Im Folgenden stellen wir die Anregungen dieser Mode in der übervollständigen Basis der
kohärenten Zustände dar [Schrödinger, 1926; Glauber, 1963a,b]:

eiφ(t) |α(t)〉 = eiφ(t)e−
1
2
|α(t)|2

∞∑
n=0

αn(t)√
n!
|n〉 (4.22)

4.1.3. Adiabatisches Gatter

Im Ionenkristall gibt es viele „weiche“ Phononenmoden, die sehr dicht beieinander sitzen.
Wir wollen im Folgenden nach einer Umsetzung eines Gatters in einem solchen Ionen-
kristall suchen, die zunächst mit Hilfe eines Gatters im adiabatischen Limit [Calarco
u. a., 2001] ermöglicht werden soll. Also mit einem Gatter, dessen Dynamik wesentlich
langsamer ist als die ungestörte Zeitentwicklung des Systems, also τGatterω � 1.

Dazu wollen wir die Diskussion wieder vereinfachen, und den harmonischen Oszillator
über eine Kraft treiben, die nur an den Ort der Ionen gekoppelt ist. Wir lassen den letzten
Term in Gleichung 4.21 wegfallen, so dass wir folgenden Hamiltonoperator erhalten:

H = ~ωa†a +
F1(t)√

2
(a + a†) (4.23)

In diesem Fall gelten die folgenden Differentialgleichungen für α(t) und φ(t) [García-
Ripoll u. a., 2005]:

dα

dt
= −iωα(t) +

i√
2~

f(t) (4.24)

dφ

dt
=

f(t)

2
√

2
(α(t) + α∗(t)) , (4.25)

(4.26)

wobei wir diese jetzt wieder im Schrödingerbild dargestellt haben, was auch die triviale
Zeitentwicklung des Zustandes einschließt.

Diese Gleichungen lösen wir nun mit Hilfe der sogenannten adiabatischen Elimination.
Dazu setzen wir in Gleichungen (4.24) und (4.25) α̇(t) → 0. Wir erhalten damit:

α(t) ≈ f(t)√
2~ω

(4.27)

φ(t) ≈ f 2(t)

2~2ω
. (4.28)

Die durch die Kraft bewirkte Verschiebung des kohärenten Zustand α(t) - und damit die
Auslenkung der Mode - ist also proportional zur Kraft selbst. Wir lassen nun die Kraft zu
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t

Abbildung 4.2: Schnelle Modulation der Kraft

Beginn und Ende des Gatters gegen Null gehen, und erhalten damit als Endzustand nach
der Durchführung des Gatters wieder den Anfangszustand. Dies gilt dabei unabhängig
vom Anfangszustand!

Weiter hängt die Phase φ(t) auch nicht vom Ausgangszustand ab. Im adiabatischen Limit
kann das Gatter also ohne eine Kenntnis des Anfangszustandes durchgeführt werden
kann.

4.1.4. Schnell-moduliertes Gatter

Da die adiabatische Durchführung des Gatters im Allgemeinen zu langsam ist, um sinn-
voll in einem Quantencomputer implementiert zu werden, wollen wir nun nach einer
Umsetzung suchen, die nicht auf das adiabatische Limit zurückgreift. Dazu werfen wir
einen Blick auf die Lösung der Gleichung (4.24), die gegeben ist durch (García-Ripoll
u. a. [2005])

α(t) = eaωt

(
α(0) +

i√
2~

∫ t

0

dt′eiωt′f(t′)

)
(4.29)

Wir sehen sofort, dass wir nach Ende des Gatters t > T zum Ausgangzustand zurück-
kehren, falls ∫ T

0

dt′eiωt′f(t′) = 0 (4.30)

erfüllt ist. Wir wollen dies nun mit Hilfe einer schnellen, sinusförmigen Modulation
f(t) cos νt der Kraft erreichen, wobei die Frequenz ν der Modulation viel größer als
die Phononenfrequenzen ω sein soll, so dass∫ T

0

dt′eiωt′f(t′) cos(νt′) → 0 (4.31)

gilt. Diese Anforderung kann dadurch veranschaulicht werden, dass die Ionen durch die
Kraft zu schnell hin und her bewegt werden, als dass Phononen angeregt werden können,
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sowie dass sie im zeitlichen Mittel keine Verschiebung aus der Gleichgewichtsposition er-
fahren. Bleibt weiter die Einhüllende der Kraft langsam veränderlich gegenüber der Mo-
dulation, aber ohne Einschränkung in Bezug auf die Frequenzen der Phononenmoden, so
wird das Integral 4.30 beliebig klein. Damit erhalten wir die gewünschten Eigenschaften
des Gatters, wie durch folgende Rechnung gezeigt werden kann.

Wir wollen dies erneut mit adiabatischer Eliminierung lösen, wobei wir aber den Ansatz
α(t) = α+(t)eiνt + α−(t)e−iνt wählen. Setzen wir den Ansatz in Gleichung (4.24) ein, so
erhalten wir

α̇+eiνt + iνα−eiνt + α̇−e−iνt − iνα−e−iνt

=− iωα+eiνt − iωα−e−iνt +
i

2
√

2~
f(t)

(
eiνt + e−iνt

)
, (4.32)

was wir wie folgt umformen können:

α̇+eiνt + α̇−e−iνt = i

[
f(t)

2
√

2~
− α+(ω + ν)

]
eiνt + i

[
f(t)

2
√

2~
− α−(ω − ν)

]
e−iνt (4.33)

Wir betrachten nun die Teile der Gleichung, die jeweils proportional zu eiνt bzw. e−iνt

sind, getrennt, und führen jeweils eine adiabatische Eliminierung der beiden Amplituden,
α̇+ → 0 und α̇− → 0, durch. Wir erhalten:

α+(t) =
f(t)

2
√

2(ω + ν)

α−(t) =
f(t)

2
√

2(ω − ν)
(4.34)

Wie im adiabatischen Fall zuvor ist also die Auslenkung der Normalmode proportional
zur angelegten Kraft. Die Phase ist dann gegeben durch [Taylor und Calarco, 2007]:

φ̇(t) =
f 2(t)

2~2

ω

(ω2 − ν2)
cos2(νt), (4.35)

wobei wir die schnell variierende Komponente cos2(νt) noch durch den Mittelwert 1/2
ersetzen.

Für weitere Berechnungen wie beispielsweise möchten wir auf die entsprechende Veröf-
fentlichung von Taylor und Calarco verweisen. Die in diesem Unterabschnitt erhaltenen
Formeln müssen bei Beachtung einer Kopplung zwischen den Koordinaten und Impulsen
entsprechend angepasst werden.

4.2. Umsetzung des Gatters

Weiter untersuchen wir nun genauer das im letzten Abschnitt vorgestellte Konzept des
Phasengatters wie auch die restlichen Anforderungen, um Quanteninformationsverar-
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beitung mit großen Ionenkristallen zu realisieren, und diskutieren Möglichkeiten einer
Realisierung.

Bis jetzt haben wir weder das genaue Isotop der Ionen interne Zustände der Ionen den
logischen Qubitzuständen zugeordnet. Da wir ein möglichst einfaches Energietermsche-
ma haben möchten, wählen wir für die weiteren Untersuchungen ein Element mit zwei
äußeren Elektronen, wie dies zum Beispiel für Elemente der zweiten Hauptgruppe wie
Beryllium, Magnesium, Calcium, Barium etc. gegeben ist. Das einfach positiv geladene
Ion hat dann eine Wasserstoff-ähnliche Konfiguration, und damit ein relativ einfaches
Termschema.

Die Ionen befinden sich in der Penningfalle in einem starken Magnetfeld, welches mit
den magnetischen Momenten des Elektrons wechselwirkt, so dass die Spinentartung des
Grundzustands aufgehoben ist. Wir können also die beiden verschiedenen Spinzustände
des Grundzustands als Qubit-Zustände wählen. Wir wählen dabei den Zustand mit Spin
entgegen dem Magnetfeld als Qubitzustand |0〉, und den Zustand mit Spin in Richtung
des Magnetfeldes als Qubitzustand |1〉. Ein Übergang von |1〉 nach |0〉 ist wegen der
optischen Auswahlregel ∆s = 0 nicht erlaubt [Haken und Wolf, 2004], so dass keine
unerwünschten Flips in unserem Qubit auftreten können, und die Dekohärenzzeiten (Se-
kunden bis Minuten) sehr viele Größenordnungen länger sind als alle Gatteroperationen
(zwischen 10−6s und 10−3s).

Die anderen Anforderungen wie Initialisierung, Auslesen oder Ein-Qubit-Operationen
haben wir bereits in der Einführung (Kapitel 1) besprochen, wir wollen im Rahmen
dieser Arbeit jedoch nicht detaillierter darauf eingehen, sondern uns der Besprechung
des Zwei-Qubit-Gatters zuwenden.

4.2.1. Schema der Umsetzung

Für die Umsetzung des Phasengatters benötigen wir eine zustandsabhängige Kraft, so
dass wir unterschiedliche Phasen für verschiedene Kombinationen der beiden Qubits
aufsammeln. Als möglicher Kandidat für eine zustandsabhängige Kraft wurde die Dipol-
kraft vorgeschlagen [Šašura und Steane, 2003]. Die Dipolkraft wirkt auf ein Atom, das
sich in einem Intensitätsgradienten eines Lasers befindet, welcher stark gegenüber einem
atomaren Übergang verstimmt ist, so dass eine Anregung des Übergangs sehr unwahr-
scheinlich ist. Die entsprechenden atomaren Energieniveaus werden durch das Laserfeld
mittels Stark-Effekt verschoben, so dass das Atom ein zusätzliches Potential spürt. Die
Richtung der Kraft - also attraktiv oder repulsiv - hängt dabei von der Verstimmung ab.
Ist der Laser gegenüber dem betreffenden Übergang rot verstimmt, so wird das Atom in
Richtung der höheren Intensität gezogen; ist der Laser dagegen blau verstimmt, so wird
das Atom in Richtung der niedrigeren Intensität gedrückt.
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(a) rotverstimmtes Laser-
feld

(b) blauverstimmtes La-
serfeld

Abbildung 4.3: Ein Atom in einem Intensitätsgradienten eines Laserfeldes, welches eine
rot gegenüber einem atomaren Übergang verstimmte Frequenz besitzt, erfährt eine Kraft
in Richtung der Gradienten, es wird also in Richtung höherer Intensität gezogen. Hat das
Laserfeld dagegen eine Frequenz, die gegenüber dem Übergang blauverstimmt ist, so wirkt
die Dipolkraft entgegen dem Intensitätsgradienten, und das Atom wird aus dem Lichtfeld
gedrückt.

Die mittlere Dipolkraft aufgrund eines Intensitätsgradienten ist im Fall großer Verstim-
mung |δ| � Ω gegeben durch:

Fdip = − ~
4δ
∇|Ω(r, t)|2 (4.36)

Hierbei ist δ die Verstimmung des Lasers gegenüber dem atomaren Übergang, und Ω(r)
ist die Rabifrequenz des Übergangs, die durch das Dipolmatrixelement dab des atomaren
Überganges und dem elektrischen Feld E(r, t) gegeben ist:

Ω = −dab · E(r, t)

~
(4.37)

Wir wollen zur Umsetzung des Gatters verschiedene Laserpulse auf die Ionen einstrahlen.
Durch geeignete Wahl der Intensität, Polarisation und Verstimmung des Lasers wollen
wir erreichen, dass die Kraft aufgrund des Lichtfeldes auf den Qubitzustand |0〉 sich von
der auf den Zustand |1〉 unterscheidet. Über die Einstellung der Intensität sowie der
Verstimmung können wir dann die Stärke der Kräfte genau festlegen.

Allerdings müssen die Qubitszustände zusätzlich noch unsymmetrisch bezüglich der mög-
lichen Übergänge sind, d.h. es muss Übergänge geben, die nur für einen der beiden
Qubitzustände erlaubt sind. Dies ist aber abhängig von der Magnetfeldverschiebung
der Energieniveaus im Magnetfeld, die wir deshalb im folgenden genauer untersuchen
wollen.
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(a) ohne Magnetfeld (b) Zeeman-Bereich (c) Paschen-Back-Bereich

Abbildung 4.4: Atomare Energieniveaus bei verschiedenen Magnetfeldstärken. Die Ab-
stände der Energieniveaus sind nicht maßstabsgetreu wiedergegeben. (a): Ohne Magnetfeld
sind die Zustände mit gleichem Gesamtdrehimpuls j entartet. (b): Bei schwachen Magnet-
feldstärken spalten die Niveaus mit gleichem Drehimpuls j in 2j + 1 Subniveaus auf, die
durch die magnetische Quantenzahl mj charakterisiert sind. (c): Bei sehr starken Magnet-
feldstärken entkoppeln Spin und Bahndrehimpuls. Die Energieverschiebungen sind jetzt
proportional zu 2ms + ml.

4.2.2. Magnetfeldaufspaltung

Für die Zustandsabhängigkeit der Kraft benötigen wir also eine gebrochene Symmetrie
bezüglich der möglichen Übergänge ausgehend von den verschiedenen Spineinstellun-
gen des Grundzustandes. Je nach Stärke des Magnetfeldes kann es zu verschiedenen
Fällen der Magnetfeldaufspaltung kommen [Haken und Wolf, 2004]. Im sogenannten
Zeeman-Bereich ist das externe Magnetfeld noch schwach im Vergleich zur Spin-Bahn-
Wechselwirkung, so dass die Kopplung zwischen Spin und Bahndrehimpuls des Elektrons
stärker ist als die Kopplung zum externen Feld. Folglich erfahren Spins, die parallel zum
Bahndrehimpuls ausgerichtet sind, eine andere Energieverschiebung als Spins, die entge-
gen dem Bahndrehimpuls stehen. Bei stärkeren Magnetfelder entkoppeln dann Spin und
Bahndrehimpuls, so dass beide in Richtung des Magnetfeldes ausgerichtet werden, was
zu einer anderen Aufspaltung der Energieniveaus führt. Dies ist der sogenannte Paschen-
Back-Bereich. Diese beiden Grenzfälle sind relativ einfach zu beschreiben. Dazwischen
gibt es noch den intermediären Bereich, in dem die Spin-Bahn-Wechselwirkung und das
äußere Magnetfeld ähnlich stark sind. Dort werden allerdings die Berechnungen für Di-
polübergangselemente zu kompliziert, um sie im Rahmen dieser Arbeit zu behandeln.
Wir wollen also im folgenden diesen Bereich bei unseren Überlegungen nicht berück-
sichtigen, sondern die beiden anderen Bereiche bezüglich der Umsetzung des Gatters
untersuchen.
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Zeeman-Bereich

Zunächst untersuchen wir den Grenzfall schwacher Magnetfelder. Hier koppeln zuerst
Bahndrehimpuls und Spin miteinander zu einem Gesamtdrehimpuls. Dabei können sich
der Bahndrehimpuls und der Spin des Elektrons in gleicher oder in entgegengesetzter
Richtung zueinander ausrichten. So gibt es beispielsweise für die Bahndrehimpulsquan-
tenzahl l = 1 und für ein Elektron mit s = 1/2 zwei mögliche Gesamtdrehimpulse,
j = 1/2 oder j = 3/2. Die Energieniveaus zum Bahndrehimpuls l = 1 sind also auf zwei
Mannigfaltigkeiten verteilt, die mit P1/2 und mit P3/2 benannt sind. Für den Grundzu-
stand l = 0 gibt es natürlich keine entsprechende Aufspaltung, wir haben also nur eine
Mannigfaltigkeit, die mit S1/2 benannt ist.

Ohne Magnetfeld sind diese Mannigfaltigkeiten energetisch bezüglich der magnetischen
Quantenzahl ms entartet (Abbildung 4.4a). Legt man ein externes Magnetfeld an, wird
diese Entartung aufgehoben, d.h. die zuvor entarteten Niveaus spalten in 2j + 1 energe-
tisch verschiedene Subniveaus auf, wobei die Niveaus mit niedrigerer magnetischer Quan-
tenzahl ms energetisch niedriger liegen. Die Art der Aufspaltung ist in Abbildung 4.4b
dargestellt.

Die Übergangsfrequenzen sind alle unterschiedlich verschoben. Ein Laser einer bestimm-
ten Frequenz sieht also unterschiedliche Verstimmungen, je nachdem in welchem der
beiden Spinzustände sich das Ion befindet. Die Verstimmungen sind also zustandsab-
hängig, und damit auch wie gewünscht die Kräfte. Der Zeeman-Bereich scheint also uns
für unsere Zwecke dienlich, muss aber noch genauer untersucht werden.

Paschen-Back-Bereich

Im Grenzfall starker Magnetfelder entkoppeln Spin und Bahndrehimpuls, und beide rich-
ten sich unabhängig voneinander im externen Magnetfeld aus. Im Magnetfeld gibt es für
den Drehimpuls l = 1 also drei mögliche Einstellungen {−1, 0, 1}, und für den Spin die
beiden Einstellungen −1/2 und +1/2. Beide addieren sich dann zu einem Gesamtdre-
himpuls j = l + 2s, so dass wir folgende Werte für j erhalten: {−2,−1, 0, 1, 2}. Die
P -Mannigfaltigkeit spaltet also in fünf Unterniveaus auf, wie auch in Abbildung 4.4c
dargestellt ist. Die Verschiebung der Niveaus ist in diesem Fall proportional zu 2s+ l.

Für jedes der beiden Grundzustandsniveaus ergeben sich also drei mögliche Übergänge
zu den Energieniveaus der P -Mannigfaltigkeit mit jeweils verschiedener Polarisation. Die
Frequenzen für Übergänge gleicher Polarisation sind aber für beide Grundzustandsnive-
aus identisch. Strahlt man also Licht einer bestimmten Polarisation und Frequenz ein,
so werden beide Übergänge mit identischer Wahrscheinlichkeit angeregt, unabhängig da-
von, in welchem der beiden Spinzustände das Atom sich befindet. Anders ausgedrückt,
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Atom/Ion ∆E/~ (THz) BZeeman (T) BP.−Back (T)
Be II 0.198 1.124 4.498
Mg II 2.75 15.617 62.470
H I 0.011 0.0625 0.250
Li I 0.010 0.0568 0.227
Na I 0.516 2.930 11.722

Tabelle 4.1: Art der Magnetfeldaufspaltung in Abhängigkeit der Magnetfeldstärke. Ener-
gieaufspaltung zwischen den P1/2 und P3/2 Niveaus [NIST, 2008] umgerechnet auf das
maximale magnetische Feld BZeeman, bei dem man sich noch im Zeeman-Limit befindet
sowie das minimale Magnetfeld BP.−Back, in dem man sich schon im Paschen-Back-Limit
befindet. Zum Vergleich sind darunter noch Werte für Isotope angegeben, für die der
Paschen-Back-Effekt der Feinstruktur experimentell zugänglich ist.

hebt das Magnetfeld die Symmetriebrechung bezüglich der magnetischen Quantenzahl
auf. Folglich erhalten wir im Paschen-Back-Bereich auch keine Zustandsabhängigkeit der
Dipolkraft, können diesen also auch nicht für die Implementierung nutzen. Wir müssen
also im folgenden untersuchen, wie sich das Paschen-Back-Limit vermeiden lässt.

Gültigkeit der unterschiedlichen Bereiche

Wir möchten die Gültigkeitsbereiche der jeweiligen Bereiche untersuchen. Als Maß dazu
wollen wir die Kopplungsstärke zwischen den magnetischen Momenten von Spin und
Bahnbewegung vergleichen mit der Kopplungsstärke zwischen dem magnetischen Mo-
ment des Elektrons und dem externen magnetischen Feld. Ersteres lässt sich mittels
der Energieaufspaltung ∆E zwischen den beiden P -Manningfaltigkeiten in Abwesenheit
eines externen Magnetfeldes abschätzen, während letzeres gegeben ist durch das Magnet-
feld B mal dem magnetischen Moment des Elektrons µB ( dem Bohrschen Magneton
gegeben durch µB = e~/2me). Für ein Verhältnis µBB/∆E von etwa 0 bis 0.5 befinden
man sich noch im Zeeman-Limit, dagegen befindet man sich für Werte von µBB/∆E
über 2 im Paschen-Back-Limit [Otter und Honecker, 1993].

Wie wir Tabelle 4.1 entnehmen können, befinden wir uns für typische Magnetfelder einer
Penningfalle (∼ 1 − 5 Tesla) für beinahe alle Ionen im Zeeman-Limit, mit Ausnahme
von Beryllium. Wir sehen, dass für schwerere Ionen innerhalb der Erdalkalimetalle die
Energieaufspaltung wächst, und damit auch die Grenzen der beiden Bereiche. Nur für
Beryllium können beide Grenzwerte experimentell erreicht werden. Deswegen müssen
wir die experimentellen Rahmenbedingungen so anpassen, dass wir nicht den Paschen-
Back-Bereich erreichen.

Im folgenden wollen wir zudem die Diskussion möglichst allgemein unabhängig von
der Ionensorte durchführen. Folglich wollen wir annehmen, dass wir für alle Ionen im
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Zeeman-Bereich bleiben, also dass das Magnetfeld nicht stärker als 1 Tesla ist.

4.3. Berechnung der Dipolkräfte

4.3.1. Anforderungen an die Dipolkraft

Entgegengesetzte Kräfte für unterschiedliche Qubit-Zustände

Wir betrachten eine zustandsabhängige Kraft gegeben durch ein Potential der Form
(4.10). Für die Phase zweier Ionen gilt dann, dass diese abhängig ist von dem Integral
über eine Funktion, die proportional zum Produkt beider Kräfte und einem Faktor G12(t),
der unabhängig von der Form und Richtung der Kräfte ist.

φ =

∫ T

0

dt′
∫ T

0

dt′′F1(t
′)F2(t

′′)G12(t
′ − t′′), (4.38)

In (4.38) haben wir dabei angenommen, dass die Kräfte parallel zueinander wirken.
G12(t) ist wie folgt gegeben,

G12(t) =
∑

k

M1kM2k

2mωk~
sin(|t|), (4.39)

wobei ωk jeweils die Frequenzen der Moden sind. Mij sind die Koeffizienten der Transfor-
mationsmatrix zwischen den Teilchenkoordianten und den Normalkoordinaten im Falle
ohne einer Kopplung zwischen Koordinaten und Impulsen.Diese ist dann gegeben durch
( M 0

0 M ) (siehe Kapitel 3).

Wir wollen das Gatter nun so umsetzten, dass wir eine vorgegebene Phase mit möglichst
wenig Kraft (oder äquivalent in möglichst kurzer Zeit) erreichen. D.h. wir wollen also
nach Gleichung (4.6) eine maximale Phase erzielen, indem die verschiedenen Phasen
Θ00, Θ01, . . . sich maximal addieren. Dies ist aber gerade dann der Fall, wenn Θ01 und Θ10

gerade entgegengesetzte Vorzeichen haben wie Θ00 und Θ11. Betrachten wir die Kräfte
auf die Ionen, ρ1F1 und ρ2F2, die wir auch der Einfachheit halber parallel zueinander
annehmen, so stellen wir fest, dass dies gerade gegeben ist, wenn die Kräfte gerade
abhängig sind von den Pauli-z-Matrizen σz

k, also die Form σz
kF2 haben. Dann ist die

Kraft auf das k-te Ion im Zustand |0〉 gegeben durch F
|0〉
k = −Fk, und die Kraft auf das

k-te Ion im Zustand |1〉 ist gegeben durch F
|1〉
k = +Fk. Es soll also gelten, dass die Kraft

proportional zur Pauli-z-Matrix ist:

Vk = −(qk · Fk)⊗ σk, (4.40)
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Folglich haben wir die Bedingung an die Kraft, dass sie je nach internem Zustand des
Atoms entgegengesetztes Vorzeichen aufweist:

F |0〉 = −F |1〉 (4.41)

Kraft auf einen Qubit-Zustand soll im Mittel Null sein

Für die Umsetzung des schnell-modulierten Gatters benötigen wir eine sinusförmige
Modulation der Kraft derart, dass∫ T

0

dt′eiωt′F (t′) cos(νt′) → 0 (4.42)

gilt. Die Modulation kann experimentell beispielsweise durch akustooptische Modula-
toren (AOMs) umgesetzt werden, mit denen die Frequenz des Laserlichtes sehr schnell
variiert werden kann, oder auch durch Pockels-Zellen, mit denen die Polarisation und
Phase des Lichtes manipuliert werden kann. Jedoch muss sichergestellt werden, dass da-
durch die gewünschte sinusförmige Modulation der Kraft erreicht wird. Dies wollen wir
durch die Bedingung ∫ τ

0

F |i〉 dt = 0 (4.43)

sicherstellen, wobei τ = 2π/ν gerade eine Modulationsperiode beschreibt.

Im Folgenden überprüfen wir also, ob diese beiden Bedingungen mit der Dipolkraft
über die Modulation der Frequenz, der Intensität und der Polarisation erfüllt werden
können. Damit käme die Dipolkraft für eine Umsetzung des schnell-modulierten Gatters
in Frage.

4.3.2. Berechnung der Energieverschiebungen

Dazu berechnen wir zunächst die Verschiebungen der atomaren Energieniveaus im Ma-
gnetfeld, woraus wir die Übergangsfrequenzen erhalten, die für die weiteren Rechnungen
gebraucht werden.

Die Energieverschiebung auf den Zustand |l, j, mj〉 im Magnetfeld B aufgrund des Zeeman-
Effekts ist gegeben durch [Cohen-Tannoudji u. a., 1999]

∆El,j,mj
= gjmjµBB (4.44)

Dabei gibt der Landéfaktor gj das Verhältnis zwischen dem magnetischen Moment (in
Einheit des Bohrschen Magnetons) zum Drehimpuls (in der Einheit von ~) an, mj ist
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−1/3µBB

−2/3µBB

−2µBB

−µBB

+1/3µBB

+2µBB

+2/3µBB

+µBB

Abbildung 4.5: Energieverschiebungen der atomaren Übergänge im Magnetfeld B. Die
Abstände der Energieniveaus sind nicht maßstabsgetreu wiedergegeben.

die magnetische Quantenzahl des jeweiligen Energieniveaus, µB ist das Bohrsche Ma-
gneton und B ist das angelegte Magnetfeld. Zur Berechnung der Energieverschiebungen
benötigen wir also zunächst eine Bestimmung der jeweiligen g-Faktoren. Der g-Faktor
ist allgemein definiert als [Haken und Wolf, 2004]:

gj =
3j(j + 1)− l(l + 1) + s(s + 1)

2j(j + 1)
(4.45)

Für ein Teilchen mit Spin s = 1/2 vereinfacht sich dieser Ausdruck zu:

gj =
j + 1/2

l + 1/2
(4.46)

Damit lassen sich die g-Faktoren einfach berechnen (siehe Tabelle 4.2). Somit können
wir alle Energieverschiebungen bestimmen. Diese sind in Tabelle 4.2 angegeben. Als
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Niveau g-Faktor ∆E in µBB
S1/2 mj = −1/2 2 −1
S1/2 mj = +1/2 2 +1
P1/2 mj = −1/2 2/3 −1/3
P1/2 mj = +1/2 2/3 +1/3
P3/2 mj = −3/2 4/3 −2
P3/2 mj = −1/2 4/3 −2/3
P3/2 mj = +1/2 4/3 +2/3
P3/2 mj = +3/2 4/3 +2

Tabelle 4.2: Verschiebungen der einzelnen Energieniveaus im Magnetfeld B

unteres Niveau oberes Niveau Polarisation
des Übergangs

Verschiebung
in µBB

S1/2 mj = −1/2 P1/2 mj = −1/2 π +2/3
S1/2 mj = −1/2 P1/2 mj = +1/2 σ+ +4/3
S1/2 mj = +1/2 P1/2 mj = −1/2 σ− −4/3
S1/2 mj = +1/2 P1/2 mj = +1/2 π −2/3
S1/2 mj = −1/2 P3/2 mj = −3/2 σ− −1
S1/2 mj = −1/2 P3/2 mj = −1/2 π +1/3
S1/2 mj = −1/2 P3/2 mj = +1/2 σ+ +5/3
S1/2 mj = +1/2 P3/2 mj = −1/2 σ− −5/3
S1/2 mj = +1/2 P3/2 mj = +1/2 π −1/3
S1/2 mj = +1/2 P3/2 mj = +3/2 σ+ +1

Tabelle 4.3: Verschiebungen der untersuchten Übergänge im Magnetfeld B
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nächsten Schritt berechnen wir daraus die Verschiebungen der atomaren Übergänge,
die gegeben ist durch die Differenz aus der Verschiebung des oberen und des unteren
Energieniveaus. diese sind in Tabelle 4.3 dargestellt..

4.3.3. Berechnung der Kopplungsstärken

Die Dipolkräfte hängen neben den Verstimmungen gegenüber den atomaren Übergängen
auch von Kopplungsstärken des atomaren Dipolmomentes an das elektrische Feld ab.
Diese sind für einen Übergang von Niveau a nach Niveau b gegeben durch:

~Ω0 = −dab · E(r, t)

= −|dab| |E(r, t)| êdab
· êE(r,t)

= −|dab| E0 χ(r, t) (4.47)

dab ist hierbei das Dipolübergangsmoment, das wir im nächsten Unterabschnitt genauer
berechnen. E0 die elektrische Feldstärke projiziert auf die Richtung des atomaren Dipols,
und ist somit nur abhängig vom räumlichen Aufbau des Experiments. χ(r, t) ist die
räumliche und zeitliche Pulsform und somit auch abhängig von der experimentellen
Durchführung.

Berechnung der Dipolübergangsmomente

Die Dipolübergangsmomente lassen sich mit Hilfe des Wigner-Eckart-Theorems (siehe
z.B. Sakurai [1994]) berechnen. Dieses lässt uns die Berechnung der Dipolmatrixelemente
reduzieren auf die Berechnung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten und der Berechnung
von der magnetischen Quantenzahl unabhängiger Faktoren.

Wir berechnen zunächst die Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Im Allgemeinen werden Dre-
himpulsoperatoren aus verschiedenen Unterräumen des Hilbertraumes addiert.
J2

1,J
2
2, J1z, J2z kommutieren alle miteinander, daher ist eine Angabe einer gemeinsamen

Basis von Eigenvektoren möglich. Dann ist eine mögliche Basis des Hilbert-Raumes ge-
geben durch die gemeinsamen Eigenvektoren von J2

1,J
2
2, J1z, J2z:

|j1, j2; m1, m2〉 . (4.48)

Eine andere mögliche Basis ist gegeben durch die gemeinsamen Eigenvektoren von
J2,J2

1,J
2
2, Jz

3:
|j1, j2; j, m〉 . (4.49)

3Auch J2,J2
1,J

2
2, Jz kommutieren miteinander.
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Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind dann gerade die Matrixelemente der Transfor-
mationsmatrix des Basiswechsels und haben allgemein die Form:

〈j1, j2; m1, m2|j1, j2; j, m〉 (4.50)

In unserem Fall ist der Ausgangsdrehimpuls gegeben durch die Drehimpulsquantenzah-
len des atomaren Energieniveaus. Dazu addieren wir den Drehimpuls des Lichtphotons,
das bei einem atomaren Übergang absorbiert wird. j1 = 1/2 ist also gerade der Drehim-
puls unseres Grundzustandes, und j2 = 1 ist der Drehimpuls des Photons. m1 und m2

sind jeweils dann die z-Komponenten der beiden Drehimpulse gegeben durch die magne-
tische Quantenzahl des Energieniveaus bzw. durch die Polarisation des Photons. j ist
der Drehimpuls unseres angeregten Niveaus und ist entweder 1/2 oder 3/2, und m ist
die z-Komponente des Drehimpulses gegeben durch die magnetische Quantenzahl. Die
Clebsch-Gordan-Koeffizienten für die Dipolübergänge nehmen also die folgende Form
an:

〈1/2, 1; m1, m2|1/2, 1; j, m〉. (4.51)

In Tabelle 4.4 sind die entsprechenden Clebsch-Gordan-Koeffizienten angegeben.

Die Dipolmatrixelemente der jeweiligen Übergänge sind dann gegeben durch das Pro-
dukt der Clebsch-Gordan-Koeffizienten mit einem von der magnetischen Quantenzahl
unabhängigen Faktor Bl,j, der sich aus der spontanen Emissionsrate Γ des atomaren
Übergangs berechnen lässt:

|dab| = |〈1/2, 1; ma, mPhoton|1/2, 1; jb, mb〉|2B2
jb
. (4.52)

4.3.4. Dipolkräfte in Abhängigkeit des eingestrahlten Lichtes

Wir berechnen die auftretenden Dipolkräfte allgemein als Funktion der eingestrahlten
Intensität und Frequenz abängig davon, in welchem der beiden Spin-Zustände des Grund-
zustandes das Atom sich befindet. Zur Berechnung geben wir aber zuerst eine genauere
Definition der Verstimmung an.

Sei mit ωr0 die Übergangsfrequenz vom Zustand S1/2 in den Zustand P1/2 gegeben, und
mit ωb0 die Übergangsfrequenz vom Zustand S1/2 in den Zustand P3/2. Und sei weiter
mit ωrL

die gegenüber dem Übergang r0 verstimmte Frequenz des Lasers gegeben, sowie
mit ωbL

die Frequenz des Lasers der bezüglich des Übergangs b0 verstimmt ist, dann ist
die Verstimmung ohne Magnetfeld jeweils definiert durch:

δr = ωraL
− ωr0 , δb = ωbL

− ωb0 (4.53)
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unteres Niveau oberes Niveau Polarisation
des Übergangs

Clebsch-
Gordan-
Koeffizient

S1/2 mj = −1/2 P1/2 mj = −1/2 π +
√

1/3

S1/2 mj = −1/2 P1/2 mj = +1/2 σ+ +
√

2/3

S1/2 mj = +1/2 P1/2 mj = −1/2 σ− −
√

2/3

S1/2 mj = +1/2 P1/2 mj = +1/2 π −
√

1/3
S1/2 mj = −1/2 P3/2 mj = −3/2 σ− +1

S1/2 mj = −1/2 P3/2 mj = −1/2 π +
√

2/3

S1/2 mj = −1/2 P3/2 mj = +1/2 σ+ +
√

1/3

S1/2 mj = +1/2 P3/2 mj = −1/2 σ− +
√

1/3

S1/2 mj = +1/2 P3/2 mj = +1/2 π +
√

2/3
S1/2 mj = +1/2 P3/2 mj = +3/2 σ+ +1

Tabelle 4.4: Clebsch-Gordan-Koeffizienten der atomaren Dipolmomente [Condon und
Shortley, 1970; Yao, 2006]

Berücksichtigt man die Energieverschiebung aufgrund eines externen Magnetfeldes, so
ergibt sich Die tatsächlichen Verstimmungen ergeben sich dann einfach aus diesen durch
Subtraktion der Verschiebung aufgrund des Magnetfeldes (siehe Tabelle 4.3):

δr1 = δr − 2/3µBB δr2 = δr − 4/3µBB . . . (4.54)
δb1 = δb + 1µBB δb2 = δb − 1/3µBB . . . (4.55)

Die Verstimmungen der Laserstrahlen sollen dabei deutlich größer sein als die Zeeman-
Aufspaltung, so dass die Absorbtion von Photonen vernachlässigt werden kann. Es soll
also

|µBB| � |δr| � ∆E |µBB| � |δb| � ∆E (4.56)

gelten

Rotes Laserlicht

Wir strahlen Laserlicht einer Frequenz ein, die nahe zum atomaren Übergang von S1/2

nach P1/2 verstimmt ist. Diese wollen wir im Folgenden als rotes Laserlicht bezeichnen.

Hat das Licht σ−-Polarisation, so wirkt es nur auf einen Übergang, da alle anderen Ener-
gieniveaus zu weit entfernt sind. Folglich wirkt eine Dipolkraft nur auf das Atom, wenn
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(a) σ−-Polarisation (b) π-Polarisation (c) Roter σ+ Laser

Abbildung 4.6: Roter Laser mit Polarisation σ−, π und σ+

dieses sich im Zustand mit mj = +1/2 befindet. Die Dipolkräfte auf die Qubitzustände
sind also gegeben durch:

F|0〉 = 0 (4.57)

F|1〉 =
2/3BP1/2

E2
0∇χ2(r, t)

δr + 4/3µBB/~
(4.58)

Strahlen wir Licht mit der π-Polarisation ein, so gibt es für beide Spinzustände Über-
gänge und damit eine Dipolkraft. Das Dipolmatrixelement der beiden Übergänge ist
identisch, wie man auch aus Symmetrieüberlegungen erwarten würde, so dass hier eine
unterschiedliche Kraft nur aufgrund der unterschiedlichen Verstimmung gegenüber den
Energieniveaus auftritt.

F|1〉 =
1/3BP1/2

E2
0∇χ2(r, t)

δr + 2/3µBB/~
(4.59)

F|0〉 =
1/3BP1/2

E2
0∇χ2(r, t)

δr − 2/3µBB/~
(4.60)

Beide Kräfte sind also gleich gerichtet und zeigen in Richtung des Intensitätsgradienten.
Der Unterschied zwischen den Kräften ist dabei aber sehr gering.

Wählt man dagegen für Polarisation des eingestrahlten Lichts σ+, so gibt es wieder nur
einen Übergang in der Nähe. Folglich wirkt eine Dipolkraft nur auf das Atom, wenn
dieses sich im Zustand mit mj = −1/2 befindet. Die Dipolkräfte sind in diesem Fall
gegeben durch:

F|0〉 =
2/3BP1/2

E2
0∇χ2(r, t)

δr − 4/3µBB/~
(4.61)

F|1〉 = 0 (4.62)
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(a) Blauer σ− Laser (b) Blauer π Laser (c) Blauer σ+ Laser

Abbildung 4.7: Blauer Laser mit allen möglichen Polarisationen

Blaues Laserlicht

Wir strahlen jetzt Laserlicht einer Frequenz nahe dem atomaren Übergang von S1/2

nach P3/2 verstimmt ist, das wir als blaues Laserlicht bezeichnen wollen. Für beide
Spinzustände gibt es unterschiedliche Dipolkräfte, abhängig von der Polarisation des
eingestrahlten Lichtes.

Strahlen wir mit σ−-polarisiertem Licht ein, so gibt es für beide Spinzustände einen Über-
gang in der Nähe. Der Unterschied in den Dipolkräften ist hier also durch die verschiede-
nen Verstimmungen aber auch durch unterschieliche Clebsch-Gordan-Koeffizienten ge-
geben. Die Dipolkräfte auf die Qubitzustände sind:

F|0〉 =
BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb + µBB/~
(4.63)

F|1〉 =
1/3BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb + 5/3µBB/~
(4.64)

Strahlen wir Licht mit der π-Polarisation ein, so die Dipolmatrixelemente der beiden
Übergänge wieder identisch, so dass hier eine unterschiedliche Kraft nur aufgrund der
unterschiedlichen Verstimmung gegenüber den Energieniveaus auftritt. Die Kräfte lau-
ten:

F|0〉 =
2/3BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb − 1/3µBB/~
(4.65)

F|1〉 =
2/3BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb + 1/3µBB/~
(4.66)
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Beide Kräfte sind gleich gerichtet und zeigen in Richtung des Intensitätsgradienten. Der
Unterschied zwischen den Kräften ist dabei in der Regel sehr gering, da die Verstimmung
größer als die Magnetfeldaufspaltung sein soll. δb � µBB.

Für σ+-polarisiertes Licht erhalten wir folgende Dipolkräfte:

F|0〉 =
1/3BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb − 5/3µBB/~
(4.67)

F|1〉 =
BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb − µBB/~
(4.68)

4.4. Mögliche Gatterausführungen

Für die Umsetzung des schnell-modulierten Gatters aus Unterabschnitt 4.1.4 müssen
die beiden Bedingungen (4.41) und (4.43) erfüllt sein. Die Kräfte müssen betragsmäßig
gleich groß und entgegengesetzt gerichtet sein, sowie im zeitlichen Mittel verschwinden.
Es gibt verschiedene Varianten, die diese Bedingungen erfüllen. Bei allen werden jeweils
zwei Pulse hintereinander eingestrahlt (Abbildung 4.8), die sich in ihren Frequenzen,
Intensitäten und Polarisationen unterscheiden. Damit versuchen wir, die Anforderungen
an die Kräfte zu erfüllen.

4.4.1. Gatter mit gleichgerichteter Polarisation

Wir wollen dazu zwei Laserstrahlen mit unterschiedlicher Frequenz einstrahlen, einen
roten Strahl der gegenüber dem Übergang S1/2 → P1/2 verstimmt ist, und einen blauen

t

Abbildung 4.8: Pulssequenz des Gatters
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(a) σ−-Polarisation (b) σ+-Polarisation

Abbildung 4.9: Gatter mit gleichgerichteter Polarisation

Strahl, der gegenüber dem Übergang S1/2 → P3/2 verstimmt ist.

Zunächst strahlen wir einen Puls mit σ−-polarisiertem Licht ein (Abbildung 4.9a), d.h.
wir erhalten Kräfte gemäß Gleichungen (4.57), (4.58), (4.63) und (4.64). Es wirken dann
folgende Kräfte, die abhängig vom internen Zustand des Ions sind:

F|0〉 =
BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb + µBB/~
(4.69)

F|1〉 =
1/3BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb + 5/3µBB/~
+

2/3BP1/2
E2

0∇χ2(r, t)

δr + 4/3µBB/~
(4.70)

Zur Vereinfachung der Notation machen wir die Ersetzungen X3/2 = BP3/2
E2

0∇χ2(r, t),
X1/2 = BP1/2

E2
0∇χ2(r, t) und B = µBB/~, so dass Lösungen der Gleichung

X3/2

δb + B
+

1/3X3/2

δb + 5/3B
+

2/3X1/2

δr + 4/3B
= 0 (4.71)

bestimmen müssen. Diese kann einfach nach den Intensitäten oder den Verstimmungen
aufgelöst werden, so dass wir für entweder die Intensitäten oder die Verstimmungen
vorgeben können, und dies nach den anderen Variablen auflösen können. Analog finden
wir eine solche Gleichung für die andere Wahl der Polarisation:

X3/2

δb − B
+

1/3X3/2

δb − 5/3B
+

2/3X1/2

δr − 4/3B
= 0 (4.72)
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(a) Polarisationseinstellung 1 (b) Polarisationseinstellung 2

Abbildung 4.10: Gatter mit entgegengesetzter Polarisation

Wir lösen diese Gleichung dabei exemplarisch nach den Intensitäten auf, und erhalten

X1/2

X3/2

= −3

2

(δr − 4/3B) [(δb − 5/3B) + (δb − B)/3]

(δb − B)(δb − 5/3B)
. (4.73)

Dann strahlen wir einen zweiten Puls ein, jedoch mit anderen Intensitäten (bzw. Ver-
stimmungen), aber mit der gleichen Orts- und Zeitabhängigkeit in χ(r, t). Für diesen
können wir wieder ein Verhältnis aus Intensitäten (bzw. Verstimmungen) bestimmen,
das aber im Allgemeinen veschieden von dem des ersten Pulses ist. Wir können dann
Bedingung (4.43) erfüllen, indem wir das Verhältnis der Intensitäten (Verstimmungen)
zwischen beiden Pulsen anpassen.

4.4.2. Gatter mit entgegengesetzter Polarisation

Dazu strahlen wir wie zuvor rotes Licht, das gegenüber dem Übergang S1/2 → P1/2

verstimmt ist, und blaues Licht, das gegenüber dem Übergang S1/2 → P3/2 verstimmt
ist, ein.

Erst strahlen wir einen Puls mit σ−-polarisiertem Licht roter Frequenz ein und σ+-
polarisiertem Licht blauer Frequenz ein (Abbildung 4.10a). Wir erhalten die folgenden
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Kräfte auf die Ionen:

F|0〉 =
2/3BP1/2

E2
0∇χ2(r, t)

δr − 4/3µBB/~
+

BP3/2
E2

0∇χ2(r, t)

δb + µBB/~
(4.74)

F|1〉 =
1/3BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb + 5/3µBB/~
(4.75)

Dies lässt sich analog zum vorherigen Fall nach dem Verhältnis der Intensitäten bzw.
der Verstimmungen auflösen.

Der zweite Puls ist jetzt mit umgekehrter Polarisation, aber gleichen Frequenzen. Wir
erhalten die Kräfte:

F|0〉 =
1/3BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb − 5/3µBB/~
(4.76)

F|1〉 =
BP3/2

E2
0∇χ2(r, t)

δb − µBB/~
+

2/3BP1/2
E2

0∇χ2(r, t)

δr + 4/3µBB/~
(4.77)

4.4.3. Variante des Gatters mit entgegengesetzter Polarisation

Der Vorschlag im vorherigen Unterabschnitt hat den Nachteil, dass alle Übergänge zwi-
schen den Grundzustandniveaus und den Subniveaus des P3/2-Zustands erlaubt sind.
Dadurch wirkt immer eine Kraft auf beide Spinzustände des Grundzustandes, und die-
se Kraft ist auch immer gleich gerichtet, so dass diese durch einen zusätzlichen Laser
kompensiert werden müssen, der die Qubitzustände mit den P1/2-Zuständen koppelt.

Wir wollen nun nach einer anderen Schema der Gatterumsetzung suchen, bei dem wir
diese zusätzliche Kompensation vermeiden, da dies unnötige Intensität benötigt, was die
Absorptionswahrscheinlichkeit eines Photons erhöht. Dadurch wird das Ion aber aus dem
einen Qubitzustand einen der oberen Zustände angeregt, von wo es schließlich durch die
spontane Emission eines Photons wieder in einen der beiden Grundzustände zerfällt4.
Dabei kann es natürlich in einem anderen Qubitzustand enden, was einen möglichen
Fehler des Gatters darstellt.

Die Grundidee ist in Abbildung 4.11 dargestellt. Die oberen Energieniveaus der P3/2-
Mannigfaltigkeit werden bei der Umsetzung des Gatters nicht mehr in Betracht gezogen,
da wir ja eben die zusätzliche Kompensation vermeiden wollen. Stattdessen wollen wir die
gebrochene Symmetrie für Übergänge vom Grundzustand in die P1/2-Mannigfaltigkeit
stärker ausnutzen.

4Das Ion kann auch in einen anderen, metastabilen Zustand zerfallen, falls dieser energetisch tiefer
liegt als die P -Zustände, wie dies beispielsweise für die D-Zustände in Calcium-Ionen der Fall ist.
Dann ist es aber nicht mehr für die Verarbeitung der Quanteninformation nutzbar.
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(a) Polarisationseinstellung (b) Polarisationseinstellung

Abbildung 4.11: Variante des Gatters mit entgegengesetzter Polarisation

Da wir mit dem blauen Laser zwischen beiden Energiemannigfaltigkeiten anregen, müs-
sen wir die Größe der Verstimmung beachten, dass diese immer wesentlich kleiner ist als
die Energieaufspaltung ∆E zwischen dem P3/2 und dem P1/2-Niveau ist: δ � ∆E.

Wir strahlen zunächst zwei Laserpulse mit entgegengesetzter Polarisation und Verstim-
mung gegenüber dem Übergang zum P1/2-Niveau ein, um Bedingung (4.41) zu erfüllen.
Durch geeignete Wahl der Verstimmungen und der Intensitäten ist dies immer möglich,
wobei die Verstimmungen auch hier größer als die Magnetfeldaufspaltung sein sollten.

Für die Erfüllung der zweiten Bedingung (4.43) strahlen wir nach dem ersten Puls einen
weiteren Puls bestehend aus zwei verschiedenen Laserstrahlen ein, diesmal aber mit
der umgekehrten Kombination von Verstimmungen und Polarisationen wie zuvor. Im
Schema von Abbildung 4.11 wurden die Laserfrequenzen dabei unverändert gelassen,
was aber nicht zwingend notwendig für die Umsetzung des Gatters ist.

Der Nachteil dieser Umsetzung liegt darin, dass der blau verstimmte Laser zwischen dem
P1/2 und dem P3/2 Niveau liegt. Eine vernünftige Umsetzung, wie oben beschrieben, ist
daher nur dann möglich, wenn µBB � δ � ∆E gilt, also nur bei hinreichend schwacher
Magnetfeldaufspaltung.

Verschiedene Umsetzungen

Prinzipiell gibt es zwei mögliche Umsetzungen des Gatters:
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Frequenzen konstant Man lässt bei der Umsetzung die Frequenzen der Laser unver-
ändert zwischen den beiden Pulsen, und gleicht die Kräfte durch Anpassung der
Intensitäten an.

Intensitäten konstant Man lässt die Intensitäten unverändert und passt stattdessen die
Kräfte mit Hilfe der Laserfrequenzen an.

Natürlich kann man auch eine Mischform nutzen, in der keine der Größen unverändert
bleibt, jedoch sind diese Randbedingungen den experimentellen Anforderungen genauer
anzupassen.

In jedem Fall muss die Polarisation schnell umgeschalten werden. Dies kann experi-
mentell mit Hilfe von Pockels-Zelle umgesetzt werden. Die Modulation der Frequenz
oder Intensität kann mit Hilfe von akustooptischen Modulatoren (AOMs) umgesetzt
werden.
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Ausblick

Diese Arbeit befasst sich mit der Fragestellung, wie Ionenkristalle in Penningfallen sich
für Zwecke der Quanteninformationsverarbeitung nutzen lassen. Das Ziel ist dabei eine
möglichst umfassende und vollständige Untersuchung der Implementierung eines Zwei-
Qubit-Gatters, angefangen von den physikalischen Randbedingungen bis hin zu einer
Simulation des Gatters in großen Ionenkristallen bei endlicher Temperatur.

Ausgangspunkt ist eine detaillierte Diskussion der Physik der in der Penningfalle gefan-
genen Ionen. So wurde insbesondere dargelegt, wie die Rotationsgeschwindigkeit eines
Ionenkristalls von den übrigen Fallenparametern abhängt. Die Durchführung der Gat-
teroperationen benötigt dabei eine bestimmte Zeit, die jedoch viel kleiner sein muss als
das Inverse der Rotationsfrequenz. Folglich ist eine möglichst geringe Rotationsgeschwin-
digkeit des Ionenkristalls erwünscht. Ein wichtiger Punkt zum Verständnis der Eigen-
schaften der Ionenkristalle ist die Erkenntnis, dass das mit halber Zyklotronfrequenz
rotierende Bezugssystem gerade als effektives Ruhesystem aufgefasst werden kann. Der
Gesamtdrehimpuls ist dort gerade Null, und die Kräfte des Magnetfeldes auf die Teil-
chen werden durch die Corioliskräfte aufgehoben, so dass sich die Diskussion in diesem
Bezugssystem wesentlich vereinfacht.

Der Hauptteil der Arbeit widmet sich der Bestimmung der Normalmoden eines solchen
Ionenkristalls. Dazu wurden die Gleichgewichtspositionen der Ionen im Energieminimum
bestimmt. Diese Energieminimierung wurde unter der Nebenbedingung eines vorgege-
benen Gesamtdrehimpulses durchgeführt. Die erhaltenen Ergebnisse stimmen dabei mit
den zuvor gemachten theoretischen Überlegungen überein. Allerdings ist die Energiemi-
nimierung durch diese zusätzliche Nebenbedingung numerisch sehr instabil, so dass diese
nur für kleine Ionenzahlen durchgeführt wurde. Für größere Ionenzahlen wurde die Mi-
nimierung exemplarisch bei der Rotationsfrequenz ωc/2 durchgeführt. Die Bestimmung
der Normalmoden nimmt bei der Simulation des Gatters eine Schlüsselstellung ein. Je-
doch sind die Koordinaten und Impulse der Ionen durch das Magnetfeld der Penning-
falle miteinander gekoppelt. Eine direkte Diagonalisierung des Hamiltonoperators mit
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einer orthogonalen Transformation ist nicht möglich, da diese nicht kanonisch ist. Um
die benötigte Form der Koordinatentransformation zu erhalten, wurden zunächst die
Eigenschaften kanonischer Koordinatentransformationen genauer untersucht, wodurch
ein besseres Verständnis der Struktur kanonischer Koordinatentransformationen erlangt
wurde. So wird insbesondere deutlich, warum im Fall, in dem die Koordinaten und Impul-
sen ungekoppelt sind, eine orthogonale Transformation ausreichend ist, und warum im
Falle mit einer Kopplung eine andere Form der Transformation benötigt wird. Für klei-
ne Ionenzahlen konnte diese Transformation explizit für beliebige Rotationsfrequenzen
des Ionenkristalls bestimmt werden. In diesem Fall konnten dann auch die Bewegungs-
moden direkt identifiziert, sowie die Teilchentrajektorien dieser Moden berechnet und
dargestellt werden. Für größere Ionenzahlen ist die Bestimmung der Transformation für
beliebige Rotationsfrequenzen jedoch nicht auf eine analoge Weise möglich. Wir haben
die Berechnung jedoch für einen mit halber Zyklotronfrequenz rotierenden Ionenkristall
durchgeführt.

Der zweite Teil der Arbeit befasst sich mit der Umsetzung eines Quantengatters in Ionen-
kristallen mittels einer schnellmodulierten, zustandsabhängigen Kraft. Dazu wurde die
Dipolkraft, die auf Ionen in einem Intensitätsgradienten eines verstimmten Laserfeldes
wirkt, genauer untersucht. So wurden die Kräfte für verschiedene Übergänge abhängig
von Magnetfeld berechnet, und daraus verschiedene Ausführungen für die Umsetzung
eines Gatters vorgeschlagen.

Jedoch ist damit die Untersuchung der Implementierung des Gatters noch nicht ab-
geschloßen. Ein wichtiger Punkt ist dabei Bestimmung der Normalmoden für größere
Ionenzahlen und beliebige Rotationsfrequenzen. Dazu muss zunächst der Algorithmus
zur Bestimmung der Gleichgewichtspositionen in Abhängigkeit des Gesamtdrehimpulses
verbessert werden. So ist ein vielversprechender Ansatz, eine starre Rotation der Ionen
anzunehmen, anstatt die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses vorzugeben. Die Positio-
nen der Ionen im Energieminimum werden dann mit Hilfe des effektiven Fallenpotentials
bestimmt (vergleiche Abschnitt 2.2.1). Bei der Rechnung setzt man dann die Impulse
identisch Null, so dass man nur noch das Energieminimum in einem 3N -dimensionalen
Phasenraum bestimmen muss, statt wie zuvor in einem 6N -dimensionalen. Dadurch
erwarten wir, dass sich die numerische Bestimmung der Energieminima erheblich ver-
einfacht und stabiler wird.

Die Bestimmung der Normalkoordinaten mittels einer kanonischen Koordinatentrans-
formation ist dann aber der wichtigste fehlende Baustein. In Abschnitt 3.5 wurde ein
möglicher Ansatz zur Bestimmung dieser Transformation mit Hilfe eines störungstheo-
retischen Ansatzes vorgestellt. So ist zu überprüfen, unter welchen Bedingungen dieser
Ansatz eine konvergierende Lösung liefert. Eine eventuelle Lösung für kleine Ionenzahlen
kann mit den bereits erhaltenen Ergebnissen verglichen werden.

Abschließend wollen wir das in Abschnitt 4.1.4 vorgestellte schnell modulierte Gatter
in einem Ionenkristall mit mehr als hundert Ionen numerisch simulieren und dabei die
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Fehlerwahrscheinlichkeit des Gatters bestimmen. Dazu muss zunächst die Bestimmung
der Gatterphase angepasst werden, da aufgrund des Magnetfeldes die Koordinaten und
Impulse der Ionen gekoppelt sind. Die Simulation des Gatters sowie die Bestimmung
seiner Fehlerwahrscheinlichkeit sind dann für verschiedene Ionenzahlen und Rotations-
geschwindigkeiten durchzuführen. Schließlich wollen wir noch das Verhalten des Gatters
in Abhängigkeit der Temperatur des Ionenkristalls untersuchen.
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