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Abstract

Planar zigzag ion crystals represent a simple controllable system and are highly suitable
for many investigations of effects in the area of condensed matter physics and also for
applications in quantum simulations, for example as high capacity quantum storages.
In this work many properties of zigzag crystals, which originate from linear ion configu-
rations, are investigated. Three different ion traps and various experimental techniques
were used for the measurements of the “°Ca™*-ion crystals. Theoretical predictions were
verified with high precision (up to 4 - 1079), thus the corresponding characteristics of
zigzag ion crystals are thoroughly understood.

Specifically the equilibrium positions of the ions in planar crystals were determined with
high precision using a CCD-camera, self-written analysis routines and averaging over
up to 150 camera images. This results in a minimal mean deviation from the calculated
positions of 49 nm which is only 2/100 of one camera pixel. None of the 5- to 17-ion
crystals showed significant discrepancy from theory.

Furthermore contributions to the comprehension of zigzag transition dynamics were
accomplished. Four relevant anisotropy parameters were studied in detail and verified
experimentally using both a three ion and a four ion zigzag crystal. The ion position
determination of the 17-ion crystal constitutes a successful measurement in the aniso-
tropy regime beyond the highest of these parameters.

The vibrational modes of zigzag ion crystals were also examined intensively. Calculated
mode spectra of the crystals show, that all four anisotropy parameters can be identi-
fied in the spectra. For the first time, the models of non-trivial zigzag eigenmodes were
experimentally verified in ion crystals using sideband spectroscopy.

This comprehensive treatment of the structure and dynamics of zigzag ion crystals leads
to a multitude of possibilities for further research. Current research includes, for exam-
ple, mixed crystals, zigzag transitions in Rydberg ion crystals, spin-spin interactions in

zigzag crystals and quantum simulations in frustrated systems.
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Kurzfassung

Planare Zickzack-Ionenkristalle stellen ein einfach kontrollierbares Modellsystem dar
und eignen sich daher hervorragend fiir vielfidltige Untersuchungen von Effekten auf
dem Gebiet der kondensierten Materie sowie fiir Anwendungen in der Quanteninforma-
tion, beispielsweise als Quantenspeicher hoher Kapazitit.

In dieser Arbeit werden viele wichtige Eigenschaften der Zickzack-Kristalle, welche aus
linearen Ionenkonfigurationen hervorgehen, theoretisch und experimentell untersucht.
Die dazu unternommenen Messungen wurden in drei verschiedenen Ionenfallen unter
Einsatz vielfiltiger experimenteller Techniken an 4°Ca*-Ionen durchgefiihrt. Theoreti-
sche Vorhersagen konnten mit hoher Genauigkeit (bis zu 4 - 107°) verifiziert werden,
womit sdmtliche Eigenschaften von Zickzack-Kristallen vollstéindig verstanden sind.
Im Detail konnten die Gleichgewichtspositionen der Ionen in den planaren Kristallen mit
Hilfe einer CCD-Kamera, eigener Auswertungsroutinen und Mittelungen iiber bis zu 150
Kamerabilder mit hoher Préizision ermittelt werden. Hierbei ergibt sich eine minimale
mittlere Abweichung von den berechneten Positionen, die mit 49nm nur etwa 2/100
eines Pixels der Kamera betréigt. Fiir keinen der vermessenen 5- bis 17-Ionenkristalle
wurden signifikante Abweichungen von der Theorie festgestellt.

Weiterhin konnten Beitriige zum Verstéindnis der Dynamik von Zickzack-Ubergingen
geleistet werden. Es gelang, vier relevante Anisotropieparameter eingehend theoretisch
zu untersuchen und an einem Drei- und Vier-lonenkristall auch in hohen Anisotro-
piebereichen experimentell zu bestétigen. Mit der Ionen-Positionsermittlung an einem
17-Tonen-Zickzack-Kristall wurde mitunter eine Messung in einem Anisotropiebereich
jenseits des hochsten dieser ermittelten Parameter erfolgreich durchgefiihrt.

Auch die Vibrationsmoden von Zickzack-Kristallen konnten in dieser Arbeit eingehend
untersucht werden. Berechnete Modenspektren der Kristalle zeigen, dass sich alle vier
Anisotropieparameter auch in den Spektren identifizieren lassen. Erstmalig konnten
nicht-triviale Zickzack-Eigenmoden in Ionenkristallen mittels Seitenband-Spektroskopie
verifiziert werden.

Nachdem die Struktur und Dynamik von Zickzack-lTonenkristallen nun vollstandig be-
arbeitet ist, eroffnen sich vielfiltige Moglichkeiten fiir weitere aktuelle Forschung, bei-
spielsweise die Untersuchung gemischter Kristalle, Zickzack-Uberginge in Rydberg-
Tonenkristallen, Spin-Spin-Wechselwirkung in Zickzack-Kristallen sowie Quantensimu-

lationen in frustrierten Systemen.
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Einleitung

Das Studium grundlegender physikalischer Mechanismen quantenartiger Natur in mog-
lichst gut kontrollierbaren Systemen liegt seit Jahrzehnten im Zentrum des aktuellen
Forschungsinteresses. Nicht nur die Physik der kondensierten Materie umfasst For-
schungsfelder dieser Art, auch auf dem Gebiet der Quanteninformation, welchem diese
Arbeit entstammt, liegt eine Vielzahl interessanter Anwendungen von Effekten derarti-
ger Natur vor. Die Kontrollierbarkeit der jeweiligen Systeme unterliegt jedoch in vielen
Féllen einer strengen Limitierung, beispielsweise durch hohe Teilchenfluktuationen oder
schwer zugéingliche Parameterbereiche. Mit Hilfe von Quantensimulationen [Feynman
(1982)] ist es moglich, einige dieser Limitierungen zu umgehen und eine groffe Bandbrei-
te von Effekten auf dem Gebiet der kondensierten Materie zu untersuchen, welche auch
mit modernsten Hochleistungsrechnern nicht analysiert werden kénnen. Die in dieser
Arbeit eingehend untersuchten Zickzack-Ionenkristalle bieten eine hervorragende Platt-
form fiir eine Fiille an Quantensimulationen und Untersuchungen quantenmechanischer
Effekte. Ein solcher Kristall, der in diesem Fall aus einer grofien Anzahl Ionen besteht,
ist in Abbildung 1.1 abgebildet.

Abbildung 1.1.: Grofier Zickzack-Ionenkristall, welcher aus etwa 100 einzelnen “°Ca™-
Tonen besteht. Das CCD-Bild entstammt einer in dieser Arbeit verwendeten Ionenfalle
[Naber (2012)].

Lineare Ionenkristalle gehen fiir bestimmte Ionenzahlen und Fallenpotentiale in eine

Zickzack-Konfiguration iiber . Ausfiihrliche experimentelle [Enzer u. a. (2000)] und theo-
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retische [Schiffer (1993), Fishman u. a. (2008)] Untersuchungen dieses Phaseniibergangs
zeigen gute Ubereinstimmung rein klassischer Rechnungen und Messergebnisse. Uberle-
gungen auf Grundlage des Ising-Modells fithren zu dem Ergebnis, dass es einen quanten-
kritischen Punkt gibt, der messbare Abweichungen vom klassisch errechneten Phasen-
iibergang zeigt [Shimshoni u. a. (2010)]. Diese Abweichungen konnten bisher allerdings
nicht experimentell verifiziert werden.

Zur Struktur grofler Anordnungen geladener Teilchen und deren Eigenmoden liegen
zahlreiche Arbeiten aus dem Gebiet der statistischen Physik vor [Schweigert u. Peeters
(1995), Ferreira u. a. (2005), W. P. Ferreira u. Peeters (2010)]. In [Munarin u. a. (2007),
Ferreira u. a. (2008)] werden beispielsweise auch Phaseniibergénge hoherer Ordnung fiir
verschieden geladene Teilchen untersucht.

Fiir Ionenkristalle, in denen sich Rydberg-Ionen [Schmidt-Kaler u.a. (2011)] befinden,
werden abweichende Fallenfrequenzen und somit andere Anisotropien vorhergesagt [Li
u. Lesanovsky (2011)]. Es ergibt sich eine von der Hauptquantenzahl n abhéngige kri-
tische Feldstirke B.(n) fiir den Ubergang von der linearen zur Zickzack-Struktur. Ab-
bildung 1.2 zeigt ein Phasendiagramm derartiger Uberginge.

B (n) [10'V/m’]

C

34 36 38 40 a2
Hauptquantenzahl n

Abbildung 1.2.: Konfigurationsiibergénge eines Drei-lonen-Zickzack-Kristalls in Abhén-
gigkeit der statischen Feldstérke 3. Der rechte der beiden Kristalle ist elektronisch ange-
regt, das rote Ion symbolisiert ein Ion, welches sich in einem Rydberg-Zustand befindet.
Der kritische Parameter §y korrespondiert zu augit,. In (a) und (c) liegen identische
Konfigurationen vor, in (b) hingegen liegt der elektronisch angeregte Kristall noch un-
terhalb seines Phaseniibergangs S.(n), welcher durch die rote Kurve dargestellt ist [Li u.
Lesanovsky (2011)].

Die experimentelle Verifizierung dieser Ubergiinge ist durchaus in naher Zukunft reali-
sierbar, doch die Schwierigkeit besteht darin, dass ein VUV-Laser bei ~ 122nm [Kolbe



u.a. (2011)] benostigt wird um Ionen in Rydberg-Zustinde anregen zu konnen.

Nicht-adiabatische Verénderungen des Fallenpotentials kénnen Defekte (engl. kinks)

in Zickzack-Ionenkristallen hervorrufen, wie sie in Abbildung 1.3 zu sehen sind.

(a) 1 o ©0 0 o © ® 0 0 0 o
0 0O 0 000 o Oooooo o

1 © o o e o0 000
-30 -20 -10 Lot 10 20 30

Abbildung 1.3.: Topologische Defekte in einem Zickzack-Kristall. (a) Numerische Simu-
lation fiir 33 Ionen, bei den blau markierten Ionen wird ein struktureller Defekt vor-
hergesagt. (b) CCD-Bild 45 laser-gekiihlter Mg™-Ionen, welche einen Defekt in ihrer
Kristallstruktur enthalten [Schneider u.a. (2011)].

Der fiir diese Defekte verantwortliche Kibble-Zurek-Mechanismus [Kibble (1976), Zurek
(1985)] ist Gegenstand aktueller Forschung [Del Campo u. a. (2010)] und wurde in einer
Vielzahl von Systemen bereits experimentell untersucht [Bowick u.a. (1994), Hendry
u.a. (1994), Ruutu u.a. (1996), Biuerle u.a. (1996)]. Ziel zukiinftiger Messungen ist
beispielsweise die Ermittlung der Haufigkeit von Defekten in Abh#ngigkeit der Poten-
tialvariationsgeschwindigkeit.

Zickzack-Ionenkristalle bieten auflerdem eine hervorragende Moglichkeit zur Realisie-
rung frustrierter Quanten-Ising-Leitern [Bermudez], anhand derer das fiir verschie-
dene exotische Materiezustinde essentielle Zusammenspiel von Frustrationseffekten,
Quanten-Fluktuationen und niedriger Dimensionalitdt untersucht werden kann. Die
niedrige Dimensionalitdt kann auf einfache Weise {iber die Fallenfrequenzen eingestellt
werden. Frustrationseffekte finden sich unter anderem zwischen den Spins benachbarter
Tonen in den Kristallen, wie es Abbildung 1.4 zeigt.

Es entstehen ganze Frustrationsnetzwerke, an denen beispielsweise Quantenmagnetis-
mus untersucht werden kann [Friedenauer u.a. (2008)]. Das sehr gut kontrollierbare
System gefangener Ionen stellt somit eine vielversprechende Basis fiir Untersuchungen
dieser Art dar. Frustrierte Ising-Spins wurden an gefangenen lonen bereits untersucht in
[Kim u.a. (2010)]. Erfolgreiche Quantensimulationen mit gefangenen Ionen konnten in
einer Vielzahl von Experimenten kiirzlich durchgefiihrt werden [Gerritsma u. a. (2010),
Lanyon u.a. (2011), Barreiro u.a. (2011)].
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Abbildung 1.4.: Spin-Frustrationseffekte in Zickzack-Leitern. (a) Schema der Ising-
Wechselwirkungen zwischen benachbarten Ionen in einer Zickzack-Leiter. Rote Verbin-
dungen stehen fiir ferromagnetische Wechselwirkungen, gelb-rote Verbindungen kénnen
sowohl antiferromangetischer als auch ferromagnetischer Natur sein. (b) Frustration in
einem Dreiecks-Segment der Leiter. Fiir alle Spin-Konfigurationen besteht immer ein
Konflikt fiir eine der Verbindungen [Bermudez)].

Verschiedenste Geometrien in Zickzack-Ionenkristallen wurden bereits experimentell
beobachtet [Block u.a. (2000)]. In dieser Arbeit wurden unter anderem die Gleichge-
wichtspositionen einzelner Ionen mit hoher Prézision vermessen. Auch die Eigenmoden
verschiedenster Kristallstrukturen sind von Interesse und wurden bereits theoretisch
untersucht [Fishman u.a. (2008), Baltrusch u.a. (2011)], wiahrend experimentelle Un-
tersuchungen mit Hilfe der Analyse Brown’scher Bewegung stattfanden [Melzer (2003)].
Erstmalig konnte in dieser Arbeit eine Verifizierung nicht-trivialer Eigenmoden an ei-
nem Zickzack-Ionenkristall mittels Seitenband-Spektroskopie durchgefiihrt werden. Ver-
gleichbare Resultate liegen bisher nur fiir lineare Ionenkonfigurationen und geringere
Ionenzahlen vor [Rohde u.a. (2001)].

Kapitel 2 legt die theoretischen Grundlagen dar, welche zum Verstdndnis der hier ver-
wendeten Paulfallen nétig sind. Weiterhin wird dort die klassische Berechnung der
Gleichgewichtspositionen in Ionenkristallen sowie deren Eigenmoden analog zu [James
(1998), Enzer u.a. (2000)] erldutert. Die drei in dieser Arbeit verwendeten Ionenfallen
sowie weitere wichtige experimentelle Techniken werden in Kapitel 3 vorgestellt. Kapitel
4 zeigt die numerische Berechnung der Gleichgewichtspositionen und die Positionsmes-
sungen an einzelnen lIonenkristallen. Die Konfigurationsiibergéinge, welche Ionenkristalle
in Abhéngigkeit duflerer Potentiale durchlaufen, sind Inhalt des Kapitels 5. Kapitel 6
stellt numerisch berechnete und spektroskopisch gemessene Modenspektren planarer

Zickzack-Ionenkristalle dar.



Theoretische Grundlagen

Séamtliche Messungen dieser Arbeit wurden an Paulfallen durchgefiihrt, daher wird das
Funktionsprinzip dieses Fallentyps in diesem Kapitel erldautert. Da das Ziel dieser Ar-
beit der Vergleich zwischen experimentellen Daten und theoretischen Berechnungen zu
Zickzack-lonenkristallen ist, werden hier die Grundlagen zur Berechnung dieser Ionen-
kristalle dargestellt.

In Abschnitt 2.1 wird die Funktionsweise einer Paulfalle erliutert, Abschnitt 2.2.1 stellt
die theoretischen Uberlegungen vor, nach denen die Gleichgewichtspositionen in Ionen-
kristallen mehrerer Dimensionen berechnet werden. Der folgende Abschnitt 2.2.2 zeigt,
wie die Schwingungsmoden von Zickzack-Ionenkristallen berechnet werden kénnen. Die
Betrachtung von Kopplungsmatrizen in diesem Abschnitt fithrt auf den in Abschnitt
2.2.3 dargestellten Phaseniibergang von linearen Ionenkristallen in planare Zickzack-
Kristalle.

2.1. Die Paulfalle, vom dynamischen Speichern zum

Pseudopotential

Um ein geladenes Teilchen in einem kleinen Raumbereich zu fangen, ist es notig eine
riicktreibende Kraft in jede Raumrichtung auf das Teilchen wirken zu lassen. Damit der
FEinschluss des Ions harmonisch ist, sollte in direkter Ndhe des Tons folgendes Coulomb-
potential vorliegen:

O(z,y, 2) < ax? + By* +v22 . (2.1)

Wegen der Laplace-Gleichung A® = 0 muss fiir die Geometriefaktoren gelten

a+B+y=0. (2.2)



2. Theoretische Grundlagen

Es liegt also immer ein Anteil in einer Raumrichtung vor, der nicht einschlieffend ist.
W. Paul und H. Steinwedel fanden fiir dieses Problem 1953 eine Losung, indem sie zeit-
lich verénderliche Felder verwendeten. Das urspriingliche Experiment war der Paul’sche
Massenfilter, der mit Hilfe eines elektrischen Wechselfeldes in der Lage war, lonen ih-
rer Masse nach zu trennen. Die angelegten Wechselspannungen liegen fiir Ionen im
Radiofrequenz-Bereich und werden daher als RF bezeichnet. Je nachdem wie die Ionen-
falle aufgebaut ist, werden in zwei oder drei Raumrichtungen Wechselspannungen an
die Elektroden der Falle angelegt. Um auch in der letzten verbleibenden Raumrichtung
einen Einschluss zu gewéhrleisten, kann in diese Richtung ein statisches Feld angelegt
werden. Die Potentiale in der N&dhe des Fallenzentrums kénnen daher durch eine qua-
dratische Naherung, bestehend aus einem statischem und einem dynamischen Anteil,

beschrieben werden.

URF

(I)(l‘, Y, z, t) = COS(QRF 75)(O‘RF$2 + /BRFy2 + ’YRFzz) (2~3)

To

Uo
+270(anc:r2 + Bocy? + Ypo??)

Hierbei bezeichnet Ugr die Amplitude der RF-Spannung, Qgy die Frequenz der RF-
Spannung, 79 den Abstand vom Fallenzentrum zur Oberfliche der Elektroden und U
das Potential der Gleichspannung (DC?).

2.1.1. Die lineare Paulfalle

Die Abbildung 2.1 zeigt die besonders einfache Geometrie einer linearen Paulfalle, wel-
che die Gleichung 2.3 ndherungsweise in Threm Fallenmittelpunkt erfiillt. Da es sich bei
den in dieser Arbeit verwendeten Ionenfallen um lineare Paulfallen handelt, beschrinkt
sich die Betrachtung der Potentiale im Folgenden auf diesen Fallentyp.

Die dargestellte Geometrie fiihrt, da Gleichung 2.3 die Laplace-Gleichung erfiillen muss,

auf folgenden Zusammenhang fiir die Koeffizienten.

apc = Ppc = *V%C . (2.4)

'DC steht fiir den englischen Begriff direct current.



2.1. Die Paulfalle, vom dynamischen Speichern zum Pseudopotential

Lineare Paulfalle

- RF-Elektroden |:| DC-Elektroden

Abbildung 2.1.: Lineare Paulfalle. In der Fallenmitte ist rot ein Ion dargestellt. Die beiden

schwarzen Pfeile stellen die radialen Fallenachsen dar, der orange Pfeil zeigt die axiale
Fallenachse an [Kehlberger (2011)].

Der radiale Einschluss hat in diesem Fall nur sehr kleine axiale Komponenten, daher
ist vgr < 1 und somit vernachlissigbar. Es gilt folglich:

Qrr = —Orr - (2.5)

Abbildung 2.2 zeigt das Potential, welches den radialen Einschluss gewéhrleistet, in der

z-y-Ebene zu unterschiedlichen Phasen. Gefangene Ionen befinden sich zu allen Zeiten
in der Mitte des Potentialsattels.

(@) ¢ (b) ¢+

Potential
Potential

y-Achse y-Achse
x-Achse

x-Achse

Abbildung 2.2.: Skizze des Sattelpotentials, welches durch die RF-Elektroden erzeugt

wird. Zwischen dem linken und dem rechten Bild besteht ein Phasenunterschied in der
Radiofrequenz von 7.

Die Bewegung eines Ions der Masse M und der Ladung @ = N - |e| in der x-y-Ebene
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wird nun beschrieben durch die Mathieu Differentialgleichung eines Paul’schen Massen-
filters.

d*z
72 + [az — 2qzcos(2e)]x =0 (2.6)
d*y
2 + [ay + 2qycos(2¢)]y =0 (2.7)

Hierbei wurden folgende dimensionslose Parameter verwendet:

c— QRFt ai — 4QU89R2F ql — 4QUR2F@]30 (28)
2’ MQgprg ’ MQggpry

wobei ©={a,B8}, ie{z,y}.

Fiir die Mathieu-Gleichungen existieren stabile und instabile Losungen. Die instabilen
Losungen erlauben kein Fangen eines lons, da die Amplitude der Bewegung exponentiell
ansteigt. Bei den stabilen Losungen hingegen schwingt das Teilchen in der radialen Ebe-
ne mit begrenzter Amplitude. Uber die Stabilitéit einer Fallenkonfiguration entscheiden

bei gegebener Geometrie nur die Parameter a; und ¢;. Abbildung 2.3 zeigt die stabilen

und instabilen Bereiche der Mathieu-Gleichung.

dx

Abbildung 2.3.: Stabilititsdiagramm der linearen Paulfalle [Ghosh (1995)].

Eine Nidherungslosung der Bewegungsgleichung 2.6 erster Ordnung fiir den Fall

(laz|, g2 < 1) ist gegeben durch:

2 Q
x(t) = xq cos(wyt) (1 — %x cos(QRFt)> , mit w; =1/az + %m : ;F (2.9)
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Hierbei wird die Konstante xg durch die Anfangsbedingungen festgelegt. Somit kann
die Schwingung des Ions in der radialen Ebene in zwei Teile zerlegt werden. Der erste
Term beschreibt die langsamere Sdkularbewegung deren Schwingungsfrequenz gegeben
ist durch w;. Eine schnellere Bewegung fiihrt der zweite Term mit der Schwingungsfre-
quenz Qgp aus. Eine genauere Darstellung dieser Mikrobewegung findet sich in [Ziesel
(2008)]. Die Amplitude der Mikrobewegung ist im Zentrum des Quadrupolfeldes gleich
Null. Die Siékularbewegung kann auf diese Art als Bewegung des Teilchens in einem

harmonischen Potential interpretiert werden:

M 2
U= 7((,%3: + wyy) (2.10)
Exemplarisch sind Aquipotentialflichen dieses auch als Pseudopotential bezeichneten
effektiven Potentials in Abbildung 2.4 dargestellt. Sie entstammen einer numerischen
Simulation fiir eine lineare segmentierte Paulfalle, an welcher auch Messungen in dieser

Arbeit vorgenommen wurden.

400 —
RF DC

200 f

-200 f

Radialer Abstand x [um]
o

DC RF

-400

-400 -200 0 200 400
Radialer Abstand y [pm]

Abbildung 2.4.: Aquipotentialflichen des Pseudopotentials in einer Mikrofalle [Ziesel
(2008)].

Der axiale Einschluss der Ionen wird beispielsweise in der in Abbildung 2.1 dargestellten
linearen Paulfalle mit Hilfe von Gleichspannung auf den acht DC-Elektroden an den
Abschliissen der Falle gewihrleistet. Es bildet sich ein harmonisches Potential entlang

der Fallenachse z aus, in dem die Bewegung des Ions mit der Frequenz

wy =/ QUpYpc/M. (2.11)
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erfolgt. Im Fallenzentrum sind alle Potentiale in Richtung der jeweiligen Fallenachse
symmetrisch, diese wichtige Eigenschaft wirkt sich auf die Symmetrien der Zickzack-
Ionenkristalle aus (siehe Abschnitt 4.1.2).

2.2. Zickzack-lonenkristalle

Im Folgenden wird die theoretische Berechnung von Ionenkristallen und im Speziellen
von Zickzack-Ionenkristallen erldutert. Die Berechnung dieser Kristalle und die damit
verbundene Notation erfolgt analog zu [James (1998), Enzer u.a. (2000), Marquet u. a.
(2003), Welzl (2011)].

2.2.1. Berechnung der Gleichgewichts-lonenpositionen in einem
lonenkristall

Nach Kapitel 2.1 kann, bei geeigneter Wahl der Fallenparameter, die lonenbewegung
in der Paulfalle als Bewegung in einem harmonischen Potential in allen drei Raumrich-
tungen angesehen werden. Befinden sich mehrere Ionen in der Falle, mit Temperaturen
bei denen die Coulombabstoflung dominiert, bildet sich aufgrund dieser ein stabiles Ge-
fuge, Ionenkristall genannt. Aufgrund der gleichen Ladung der Ionen besteht zwischen
ihnen die Coulomb-Abstofiung. Bezeichne nun (2 4, ny, ) die Position des n-ten

von insgesamt N gleich schweren Ionen, so befinden sich diese im effektiven Potential

N

ME 2 X
V=75 Z Z wiTh ; + F—— Z | Z (Tni — Tmyi)” . (2.12)
n=1 i=x,y,z n,Tr:;ZLl i=z,y,2

Dabei bezeichnet M die Masse jedes einzelnen Ions, e die Ladung des Elektrons, Z den
Ionisationsgrad des Ions, €9 die Permitivitdt im Vakuum und w; die Frequenz des har-
monischen Potentials in der jeweiligen Raumrichtung, im Folgenden als Fallenfrequenz
bezeichnet. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird im Weiteren stets angenommen,
dass w, < wg,wy. Unter der Annahme, dass die Ionen hinreichend kalt sind, fiihren sie
nur kleine Bewegungen um ihre Ruheposition Z,,; aus. Daher kann die Position des
m-~ten lons mit Hilfe von

Ty & T + @m,i(t) (2.13)

10
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gendhert werden. Hierbei beschreibt g, (t) eine kleine Auslenkung aus der Ruheposition.

Die Ruhepositionen oder auch Gleichgewichtspositionen sind festgelegt durch

ov

895”71-

=0, (n=1,...,N), (i==x,9,2). (2.14)

Tn,i=Tn,i

Um universelle, von einer bestimmten Falle unabhéngige, dimensionslose Positionen zu

erhalten, hat es sich als niitzlich erwiesen, einen Léngenparameter [ einzufiihren:

Q2 1/3

Die dimensionslosen Gleichgewichtspositionen sind somit gegeben durch wu,; = %, ;/l.

Mit dieser Ersetzung lédsst sich Gleichung 2.14 umschreiben in

2
Wi Umyi — Unyi .

3/2
=1
zin |: (un,i - um,i)2:|
=1

Unter der Annahme, dass eine beliebige Fallenfrequenz sehr viel kleiner ist als die beiden
anderen, reduziert sich das Problem auf eine Dimension, da der Einschluss in Richtung
der kleinsten Frequenz sehr viel schwicher ist als jener in den beiden anderen Richtun-
gen. Wie in [James (1998)] dargestellt, ldsst sich Gleichung 2.16 fir N =2 und N = 3
in einer Dimension analytisch 16sen, fiir grofiere Ionenkristalle hingegen benétigt man

numerische Methoden.

2.2.2. Berechnung der Eigenmoden von lonenkristallen

Um die Schwingungsmoden eines Ionenkristalls zu erhalten, bedient man sich des Hamil-
ton Formalismus. Die Hamiltonfunktion eines oben besprochenen Systems ist gegeben
durch:
2 al
H = 3 SN M+ Mwll? (2.17)

i=x,y,zn=1

N 2 N
Uni [ Wi 2 1 1
| 2 257(5) T X e
i=x,y,z n=1 Wz n,m=1 |un - um|
n#m

11
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Durch eine Entwicklung des Potentialterms (Gleichung 2.12) um die Gleichgewichts-
positionen bis zur zweiten Ordnung und unter Vernachlissigung des konstanten Terms

ergibt sich:

1 3N
VR o5 > 0Dt - (2.18)
s,t

Wobei D die 3N x 3N groe Hessematrix von V ist und ¢,y 4n = Gn,i die Auslenkun-
gen aus der Ruheposition sind. Gleichung 2.18 hat nun die Form eines harmonischen

Oszillators, dessen Eigenfrequenzen w, gegeben sind durch:
Wr = wyy/fly mit r=(1,..,3N) . (2.19)

Hierbei sind p, die Eigenwerte der Hessematrix D. Die zu den p, gehorigen normali-
sierten Figenvektoren b, entsprechen den FEigenmoden des harmonischen Oszillators.
Fiithrt man nun die Normalmoden Q.. := Ziﬁl b,\ - qi ein, sowie die dazu kanonischen
Impulse P, = M@, dann kann die Hamiltonfunktion kompakter geschrieben werden

als:
1 3N M 3N
H=— P24 202 . 2.20
2M; ' + 2 TleTQT ( )

In der Hessematrix D gibt jN + o, mit j = x,y,z und o = 1...IN, die Reihenfolge der
Eintrage an. Es ergibt sich folgender Ausdruck:

Z%e?
DjN+0,kN+p = Mwiz <6jk50]? + 41e Z (6on - 60m)(5np - 57”1”) (2'21)
0 n#m
Ve [3(un,k — Umk)(Unj — Umj) Ok ]
13 |un - um|5 |un - um|3 Un,Xm '

Unter der Annahme, dass w, < w,,w, reihen sich die Ionen nach Losen von Gleichung
2.16 entlang der z-Achse auf. Fiir eine solche lineare Tonenkonfiguration verschwinden
viele Eintridge der Matrix und D reduziert sich zu einer Diagonalen Blockmatrix [Enzer
u.a. (2000)] der Form

D — (B*,BY,A) . (2.22)

12
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In Abschnitt 2.2.3 wird die Matrix B besprochen. Die reelle, symmetrische und positiv
definite Kopplungsmatrix A ist der Block, der die Schwingung der Ionen entlang der

z-Achse bestimmt:

14250 —L— fir n=m
Apn = o Fm =zl (2.23)

m fur n;ém

Wobei hier z, den auf eine Dimension beschrinkten universellen Koordinaten w, ;
entsprechen. Die normierten Eigenvektoren von A sind gegeben durch die Gleichung
Ab, = u,b,, die sich aber nur fiir zwei und drei Ionen analytisch 16sen ldsst, wie bereits

oben erwahnt. Fiir zwei Ionen ergibt sich:

1
by = —(1,1), =1 2.24
1 \/5( )s (2.24)
1
b2: 7(—1,1), /L2=3

Die zu by gehorige Eigenmode wird Schwerpunktsmode genannt, da die beiden Eigen-
vektoren der Ionen in die gleiche Richtung zeigen, sie schwingen also in Phase entlang
der z-Achse. Es zeigt sich [James (1998)], dass fiir lineare Konfigurationen stets der Ei-
genvektor mit dem niedrigsten Eigenwert eine Schwingung mit der Frequenz w, bewirkt.
Die néchst hohere Mode by hat fiir beliebig grofle Ionenzahlen stets den Eigenwert 3,
dies entspricht nach Gleichung 2.19 der Kreisfrequenz v/3w, fiir die Schwingung. Das
negative Vorzeichen des Eigenvektors in der Komponente des einen Ions bewirkt, dass
die Tonen sich gegenphasig bewegen. Sie bewegen sich aufeinander zu und anschlieend

wieder voneinander weg, daher wird diese Mode auch als Atmungsmode bezeichnet.

2.2.3. Ubergang vom linearen Kristall in den Zickzack-Kristall

Der oben dargestellten eindimensionalen Betrachtung liegt die Annahme zu Grunde,
dass eine der Fallenfrequenzen wesentlich kleiner ist als die beiden anderen Fallen-
frequenzen (w, < wy,wy). Um die fiir Zickzack-Tonenkristalle essentielle Situation zu
analysieren, dass diese Annahme nicht mehr trigt, ist es sinnvoll die Matrizen B? aus
Gleichung 2.22 zu betrachten. Diese Kopplungsmatrizen fiir die radialen Oszillationen

haben folgende Form:

13
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. w )2 1 1
B == | G — =Apm - 2.2
nm [<w> +2] m = 54n, (2:25)

Sie unterscheiden sich nur durch eine Konstante multipliziert mit der Einheitsmatrix von
A und miissen demnach die gleichen Eigenvektoren besitzen. Allerdings unterscheiden

sich die zugehorigen Eigenwerte:

(i (BY) = (:Z)Q %— ”réA) (2.26)

2
Das Inverse des Verhéltnisses (:j—;) wird auch Anisotropie der Falle genannt und ge-

a; = <°:)>2 : (2.27)

Dieser Anisotropieparameter spielt eine zentrale Rolle in dieser Arbeit, da die Gleichge-

schrieben als

wichts-Ionenpositionen in planaren Kristallen ausschliefllich von ihm abhéngen. Es ist
anhand von Gleichung 2.26 einsichtig, dass sich fiir ein geniigend grofles «; negative
Eigenwerte von B’ ergeben. Schwingungen in radialer Richtung, und somit auch die
lineare Konfiguration, werden instabil und es findet ein Phaseniibergang zweiter Ord-
nung [Schiffer (1993)] in eine Zickzackstruktur statt. Abbildung 2.5 veranschaulicht die

Auslenkung der Ionen aus der linearen Konfiguration.

© © ¢ ©
I
0000000060060
S S
e © o

Abbildung 2.5.: Phaseniibergang in den Zickzack-lonenkristall, rote Kugeln stellen die
Tonen im Zickzack-Kristall dar. Hier liegt eine sehr lange lineare Ionenkonfiguration zu
Grunde, aus welcher die Auslenkung erfolgt.

Kristalle die in einer solchen Struktur vorliegen werden als Zickzack-lonenkristalle be-
zeichnet. Sei nun p der hochste Eigenwert der Matrix A, dann ist dieser kritische Wert

fiir o exakt gegeben durch:
Qkrity = 2/(#N - 1) : (228)

14
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Der Index 1 deutet an, dass es mehrere Konfigurationsiibergénge bei hoheren Anisotro-
pien gibt, welche in Kapitel 5 untersucht werden. Durch numerische Diagonalisierung
von A ldsst sich der Wert fiir u bestimmen, dies ist allerdings aufwendig fiir grofie N.

Eine Ndherungslosung nach [Schiffer (1993)] ist gegeben durch:
i, = 2.53N 173 (2.29)

Ein Vergleich mit dieser Losung findet sich in dieser Arbeit (siehe Kapitel 5), sowie in
[Enzer u.a. (2000)].

15
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Essentielle experimentelle Techniken

In diesem Kapitel werden in knapper Form die verwendeten linearen Paulfallen und
wichtige Teile der Versuchsaufbauten sowie experimentelle Verfahren vorgestellt. Auf-
grund der verschiedenen untersuchten Eigenschaften der Zickzack-Ionenkristalle wurden
drei verschiedene Ionenfallen verwendet. Unter ihnen gibt es Gemeinsamkeiten, sie be-
finden sich beispielsweise in eigenen Vakuumkammern, welche im unteren 10~° mBar-
Bereich betrieben werden. Die Antriebsfrequenzen liegen bei etwa 15 MHz und sémtliche
Messungen wurden ausschlielich an gefangenen 4°Ca*-Ionen durchgefiihrt.

Die Abschnitte 3.1 bis 3.3 behandeln die Ionenfallen, denen die Messungen dieser Ar-
beit entstammen. In Abschnitt 3.4 werden die Lasersysteme vorgestellt, die zur Kiihlung
der Ionen, Ionisation von atomarem Kalzium und zur Spektroskopie verwendet wurden.
Abschnitt 3.6 zeigt das Beobachtungssystem, mit dem die Ionen betrachtet werden koén-
nen. In Abschnitt 3.7 wird beschrieben, wie die Eigenmoden von Ionen zum Schwingen

angeregt werden konnen.

3.1. Die Stabfalle

Die Positionsmessungen an Zickzack-Tonenkristallen wurden in einer makroskopischen,
linearen Paulfalle durchgefiihrt, welche im Folgenden als Stabfalle bezeichnet wird. Die
Falle wurde mit dem Zweck konstruiert, verldsslich grofle lonenkristalle fangen zu kon-
nen und an diesen Experimente zu Rydberg-Anregungen durchzufiithren [Singer u. a.
(2004), Saffman u.a. (2010), Schmidt-Kaler u.a. (2011), Naber (2012)]. Die Konstruk-
tion der Falle ist dabei wesentlich einfacher gehalten, als die der in Abschnitt 3.2 und
3.3 vorgestellten segmentierten Paulfallen. Abbildung 3.1 zeigt den Aufbau dieser Falle,
welcher dem der in Kapitel 2 vorgestellten linearen Paulfalle sehr dhnlich ist.

Der axiale Einschluss wird in dieser Falle iiber eine Gleichspannung U,y gewéhrleistet,

17
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Abbildung 3.1.: Skizze der Stabfalle. Links: Seitenansicht der Falle mit skizziertem nicht-
mafstabsgetreuem Zickzack-Ionenkristall. Rechts: Querschnitt der Falle aus axialer Sicht.
Zwei der Stabelektroden werden mit der gleichen RF-Spannung gespeist, die anderen
beiden Elektroden liegen auf Massepotential, beziehungsweise werden mit zusétzlichen
Gleichspannungen beschaltet. Die eingetragenen Mafle betragen: r¢ = 1.1mm, r; =
1.25 mm.

welche im 100 bis 450 V-Bereich liegt. An den DC-Stabelektroden kénnen zusétzliche
Gleichspannungen im unteren Volt-Bereich angelegt werden. Liegt an beiden Stédben
die gleiche Spannung an, so wird diese Offset-Spannung im Folgenden mit U,g be-
zeichnet. Um eventuelle Streufelder oder mechanische Abweichungen ausgleichen zu
konnen, ist es moglich die Ionen mittels einer Kompensationsspannung Uyomp auf den
DC-Stabelektroden in das Minimum des radialen Fallenpotentials zu bewegen. Dabei
liegt an einer Elektrode jeweils —Ukomp/2 und an der anderen +Ugomp/2 an. Die Gleich-
spannungen Uy, Uog und Uyomp werden im Folgenden unter Fallenspannungen zusam-
mengefasst. Die Fehler dieser Spannungen sind vernachléssigbar gering, da sie von sehr
exakten Spannungsquellen erzeugt werden. Die Fallenfrequenzen liegen in dieser Falle
im mittleren Kilohertz-Bereich. Abbildung 3.2 zeigt den Experimentaufbau der Stab-
falle. Eine ausfiihrliche Beschreibung zur Vakuumkammer und diversen anderen Teilen

des Versuchsaufbaus findet sich in [Eble].

18
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g e
A |

Abbildung 3.2.: Experimentaufbau der Stabfalle. In der Mitte des Bildes ist die Vaku-
umkammer abgebildet, in der die Stabfalle eingebaut ist. Links im Bild befindet sich
eine CCD-Kamera, mit welcher die Ionen in der Falle beobachtet werden kénnen, der
schwarze Kasten dient dabei zur Abschirmung von Streulicht. Ein Teil der Aufbauten
fiir die Laser ist links auf dem optischen Tisch zu sehen.

3.2. Die Mikrofalle

Die spektroskopischen Messungen der Schwingungsmoden von Zickzack-Kristallen wur-
den in einer segmentierten, linearen Mikrochip-Falle vorgenommen, welche im Folgenden
als Mikrofalle bezeichnet wird. Diese Tonenfalle wurde mit dem Ziel entwickelt, den An-
satz eines skalierbaren Quantencomputers verfolgen zu kénnen. Der radiale Einschluss
wird genau so gewéhrleistet, wie in Abschnitt 2.1 fiir die lineare Paulfalle beschrieben.
Der axiale Einschluss hingegen wird mittels negativer Gleichspannungen an den einzel-
nen Segmentelektroden erzeugt. Abbildung 3.3 skizziert den Aufbau dieser Falle.

Die Bezeichnung Segment bezieht sich auf den Bereich zweier gegeniiberliegender Seg-
mentelektroden. Die Fallenfrequenzen dieser Falle liegen im unteren Megahertz-Bereich.
Detaillierte Informationen zu dieser Falle und dem umgebenden experimentellen Aufbau
finden sich in [Schulz (2009), Poschinger (2010)].
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Abbildung 3.3.: Skizze einer segmentierten, linearen Mikrochip-Falle. Fiir die in dieser
Arbeit durchgefiihrten spektroskopischen Messungen wurden ausschlielich Ionen in der
Mitte der Ladezone gefangen. Dazu lagen an den DC-Elektroden der Segmente vier, fiinf
und sechs jeweils negative Gleichspannungen an. Alle anderen Segmentelektroden wurden
auf Massepotential gelegt. Die eingetragenen Mafle betragen: d = 250 pm, h = 500 pm,
s = 125pum, w = 125pm und g = 250 pm. Zwischen zwei benachbarten Segmentelektro-
den befindet sich eine Liicke von 30 pm [Schulz (2009)].

3.3. Die Implantationsfalle

Auch bei der im Folgenden als Implantationsfalle bezeichneten Ionenfalle handelt es sich
um eine segmentierte, lineare Paulfalle. Diese Falle wurde entwickelt, um mit hoher Pra-
zision einzelne kalte Ionen in Festkorpern implantieren zu konnen [Meijer u.a. (2008),
Schnitzler u.a. (2010), Jacob (2010), Ulm (2010), Kehlberger (2011)]. Die Messungen
zu den Konfigurationsiibergéingen in Kapitel 5 wurden unter anderem an dieser Fal-
le durchgefiihrt, da die Ionenkristalle in dieser Falle bei hohen Anisotropien wesentlich
stabiler waren. Die Fligel der Falle sind im Gegensatz zur Mikrofalle in Kreuzgeometrie
angeordnet, radialer und axialer Einschluss werden aber in gleicher Weise gewéhrleis-
tet. Eine detaillierte Beschreibung dieser Falle sowie die Simulationen, die zur Kon-
struktion dieser Falle notig waren, finden sich in [Kehlberger (2011)]. Abbildung 3.4
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zeigt ein Foto dieser Falle. Die Fallenfrequenzen liegen im oberen Kilohertz-bis unteren

Megahertz-Bereich.

Endkappen

RFE-Flugel

DC-Fliigel

Abbildung 3.4.: Die Implantationsfalle. Es ist jeweils nur ein DC-und RF-Fliigel be-
schriftet, die jeweils gegeniiberliegenden Fliigel liegen auf dem gleichen Potential. Zur
Extraktion von Ionen wird innerhalb eines kurzen Zeitintervalls Hochspannung an die
Endkappen angelegt. Diese weisen in ihrer Mitte jeweils eine Bohrung auf, durch welche
die Tonen gezielt aus der Falle gelangen koénnen. In den hier durchgefiihrten Messungen
wurden die Endkappen jedoch auf Massepotential gelegt und der axiale Einschluss allein
mit den Segmenten der DC-Fliigel erzeugt. Dazu wurde an eine Segmentelektrode in der
Mitte der Falle eine negative Gleichspannung angelegt und an die zehn anderen Elek-
troden eine positive Gleichspannung. Die Segmentelektroden sind 500 pm lang, 200 pm
breit und zwischen ihnen befindet sich jeweils eine Liicke von 30 pm.

3.4. Lasersysteme

In diesem Abschnitt werden kurz die verwendeten Lasersysteme vorgestellt. Das Term-
schema in Abbildung 3.5 zeigt die Uberginge, welche von den Lasern in allen oben

vorgestellten Fallen bei 397 nm, 854 nm und 866 nm getrieben werden.
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Abbildung 3.5.: Termschema des “°Ca™ Ions mit allen fiir das Experiment relevanten
Zustdnden, deren jeweiliger Lebensdauer sowie die verwendeten Ubergéinge.

Der Laser bei 729 nm dient der Spektroskopie und wurde ausschlielich fiir die Mes-
sungen in der Mikrofalle verwendet. Die Aufspaltung des 415, s2-Niveau wird durch ein
Magnetfeld realisiert und liegt ausschlielich in der Mikrofalle vor. Die Zusténde |0) und
|1) bezeichnen Spin-Qubit-Zustinde. Experimente an diesen Zustdnden wurden unter
anderem durchgefiihrt in [Poschinger (2010), Ott (2012)].

e Laser bei 397 nm: Dopplerkiihlung, Ionendetektion und optisches Pum-
pen
Dieser Laser dient primér zur Dopplerkiithlung und treibt dazu den Ubergang
428, /2 42p /2. Optische Kiihlverfahren werden erlédutert in [Cohen-Tannoudji
(1990)]. Der Laser kann auch noch einen kleinen Anteil von Licht bei 393 nm
enthalten, daher kann sich das Ion auch im 42 P; s2-Niveau befinden. Die lonende-
tektion erfolgt anhand des beim Zerfall des kurzlebigen Zustands 42P; /2 ausge-
sandten Fluoreszenzlichts. Fiir die Spektroskopie ist es nétig einen Teil des Strahls

durch eine zusitzliche )\ /4-Platte zu fithren um o*-polarisiertes Licht zu erzeugen.
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3.5. Spektroskopie an Ionenkristallen

Durch optisches Pumpen kann mit diesem Licht ein ausgewéhltes Zeemanniveau

besetzt werden.

e Laser bei 854nm: Leeren des Dj/,-Niveaus

Wie gerade erwiihnt, kann mit geringer Wahrscheinlichkeit auch das 4% P /s2-Niveau
besetzt werden und von dort ein Ubergang in das metastabile 32Dj /s2-Niveau
stattfinden. Aus diesem Zustand pumpt ein Laser bei 854nm das Ion zuriick in
den 42 P /2-Zustand von dem aus dann wieder Fluoreszenzlicht ausgesandt werden
kann.

Wichtiger ist aber die Anwendung dieses Lasers in der Spektroskopie, da dort
das 32D, s2-Niveau von dem Laser bei 729 nm besetzt wird. Der Zustand hat eine
lange Lebensdauer von 1.17s, diese lisst sich mit dem Laser bei 854 nm verkiirzen

und somit das Ton schneller wieder dem Auslesezyklus zufiihren.

e Laser bei 866 nm: Leeren des Dj3/,-Niveaus
Der Zustand 42P, /2 kann, wie in Abbildung 3.5 erkennbar ist, auch in den meta-
stabilen Zustand 32Ds /2 zerfallen, dessen Lebensdauer 1.18's betrégt. Genau wie
der Laser bei 854 nm dient dieser Laser dazu das lon wieder in einen kurzlebigen
Zustand zu transferieren, bei dessen Zerfall Fluoreszenzlicht ausgesandt wird. In
diesem Fall handelt es sich dabei um den 4%2P; /2-Zustand.

e Laser bei 729 nm: Treiben des Quadrupoliibergangs
Dieser Laser wird fiir die, in Abschnitt 3.5 beschriebene, Spektroskopie an Io-
nenkristallen verwendet. Er treibt den Quadrupoliibergang 425, /2 <> 32Dy /2. Der
Laser hat eine geringe Linienbreite von nur wenigen Kilohertz und ist somit in

der Lage die Bewegungsseitenbénder der Ilonen-Schwingungsmoden aufzulsen.

e Laser bei 374nm und 423 nm: Zweistufige Photoionisation von *°Ca
Durch elektrisches Erwédrmen in einer Edelstahlréhre verdampfen geringe Mengen
Kalzium und gelangen in die Mitte der Ionenfalle. Der Laser bei 423 nm regt
die Atome erst aus dem Grundzustand 4'S in das 4! P;-Niveau an, anschlieBend

werden sie von einem Laser bei 374 nm ionisiert [Gulde u.a. (2001)].

3.5. Spektroskopie an lonenkristallen

Im Folgenden wird das Spektroskopieverfahren vorgestellt, mit dem die Messung der

Schwingungsmoden an einem Drei-lonen-Zickzack-Kristall vorgenommen wurde.
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Eine detaillierte Beschreibung des Verfahrens findet sich in [Ziesel (2008), Poschinger
(2010)).

3.5.1. Detektionsverfahren

Das zustandsselektive Detektionsverfahren, welches hier angewandt wird, bezeichnet
man als electron shelving. Fiir dieses Verfahren werden zwei Ubergéinge mit maglichst
unterschiedlicher Streurate benétigt. Im hier beschriebenen Fall sind das die Uberginge
4251/2 “ 42P1/2 (397nm) und 4251/2 “ 32D5/2 (729 nm). Ersterer Ubergang hat auf-
grund seiner geringen Lebensdauer eine sehr hohe Streurate. Daher ldsst sich wie oben
beschrieben das ausgesandte Fluoreszenzlicht mit einer CCD-Kamera detektieren. Be-
findet sich das Ion in einem der metastabilen 3?D-Zustéinde, beispielsweise nach einer
Anregung durch den Laser bei 729nm, so kann fiir die Lebensdauer dieser Zustinde
kein Photon gestreut werden und das Ion erscheint auf dem Kamerabild dunkel. Fiir
die Spektroskopie ist es nun entscheidend zu wissen, wann das Ion in das 32D-Niveau
angeregt wurde, es bedarf also eines Schwellwerts der registrierten Photonen auf dem
CCD-Bild, anhand dessen zwischen hell und dunkel entschieden werden kann. In ei-
nem ersten Schritt zur Bestimmung dieses Wertes wird dabei fiir einige Millisekunden
die Fluoreszenz bei angeschalteten Lasern (397 nm, 854 nm und 866 nm) gemessen. An-
schlieffend werden die Riickpumplaser bei 854nm und 866 nm ausgeschaltet und die
Fluoreszenz registriert. Abbildung 3.6 zeigt ein aus dieser Vorgehensweise entstandenes
Histogramm.

Die Diskriminierungsschwelle liegt dabei zwischen den beiden Verteilungen. Es ist noch
anzumerken, dass nicht die Fluoreszenz auf dem kompletten Kamerabild registriert

wird, sondern nur in einem Bereich in dem sich das Ion befindet.

3.5.2. Spektroskopie der Schwingungsmoden

Im Folgenden wird erldutert, wie mittels Frequenzverstimmung des Lasers bei 729 nm
die Schwingungsmoden eines Ions bestimmt werden kénnen. Abbildung 3.7 zeigt den
Zusammenhang zwischen den Ionenzustéinden und den Grundzusténden des quantenme-
chanischen harmonischen Ostzillators. Die Fock-Zustinde dieses Oszillators korrespon-
dieren zu Phononen der Ionen-Schwingungsmoden [Ziesel (2008)].

Ist die Frequenz des Lasers wy, so verstimmt, dass gilt w;, = wp—w,, dann kann das Ion in

den 3%2Dj /s2-Zustand angeregt werden. Dabei entspricht die Anregung der Vernichtung
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Abbildung 3.6.: Typisches Histogramm mit gezéhlten Photonen zur Schwellwertbestim-
mung. Die rote Verteilung steht fiir ,Jon dunkel”, die blaue Verteilung dagegen fiir ,,Ion
hell”, die Diskriminierungsschwelle ist schwarz eingezeichnet.
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Abbildung 3.7.: Die Kombination aus atomaren Energieniveaus mit einem Ubergang bei
wp und Zusténden des harmonischen Oszillators mit der Frequenz w, ergibt eine Leiter-
struktur. Diese ermoglicht eine Kopplung des Ionen- und des Schwingungszustandes iiber
ein Laserfeld. |a) und |g) stehen hier fiir den angeregten Zustand und den Grundzustand
[Ziesel (2008)].

cines Phonons der korrespondierenden Ionenschwingungsmode. Um diesen Ubergang
vom Grundzustand in den angeregten Zustand zu vollziehen, wird also die Energie ei-
nes Schwingungsquants zusétzlich zur Laserenergie verwendet. Anregungen dieser Art
werden als rote Seitenbénder bezeichnet. Die Auslese der Zustandsbesetzung des 32D /2
Zustands erfolgt mit dem oben beschriebenen electron-shelving Verfahren. Fiir ein ein-
zelnes lon ergeben sich Spektren der Art wie in Abbildung 3.8.

Links und rechts vom Trédger ergeben sich in gleichen Abstédnden Seitenbénder, die den
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Abbildung 3.8.: Spektrum eines einzelnen Ions auf dem Quadrupoliibergang. Die Abkiir-
zung rsb/bsb steht dabei fiir rotes/blaues Seitenband [Poschinger (2010)].

jeweiligen Schwingungsmoden zugeordnet werden kénnen.

In diesem Spektrum sind alle drei Fallenfrequenzen w, (2. radiales Seitenband), w, (1.
radiales Seitenband) und w, (1. axiales Seitenband) gut zu erkennen. Ebenfalls sind
auch die Vielfachen der Schwingungsmoden im Spektrum sichtbar. Die Auflésung in
den in dieser Arbeit aufgenommenen Spektren betrédgt etwa 1kHz, bedingt durch die
geringe Linienbreite des Lasers bei 729 nm.

Abbildung 3.9 zeigt eine typische Pulssequenz, wie sie zur Spektroskopie verwendet
wird.

Zu Beginn der Sequenz wird durch ausreichend langes Dopplerkiihlen sichergestellt,
dass das Ion sich in einem thermischen Zustand im Grundzustand 425, /2 befindet.
Nach dieser Phase wird mittels eines o+-Pulses mit zirkular polarisiertem Licht bei
397 nm ein ausgewihltes Zeemanniveau besetzt. Darauf folgt die Spektroskopiesequenz,
wihrend der mit Hilfe des Lasers bei 729 nm das 32D5 s2-Niveau besetzt werden kann.
Die Lénge dieses Pulses ist variabel und wurde auch wihrend der Messungen in dieser

Arbeit zur Optimierung der Spektren angepasst. Mittels electron-shelving erfolgt nach
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Abbildung 3.9.: Typische Pulssequenz der Spektroskopie.

der Spektroskopiesequenz die zustandsselektive Auslese. Um zu verhindern, dass das
32D s2-Niveau friihzeitig geleert wird, muss wihrend der Detektionsphase der Laser bei

854 nm ausgeschaltet bleiben.

3.6. Beobachtungssysteme

In allen drei Ionenfallen dienen CCD-Kameras zur Beobachtung der Ionen. Im Fol-
genden wird nur das Beobachtungssystem der Stabfalle gesondert behandelt, da dieses
wegen der Ionenpositionsmessungen von besonderer Bedeutung ist und die Systeme der
anderen beiden Fallen fast identisch sind. Die hier verwendete CCD-Kamera der Fir-
ma Andor! besteht aus einem CCD-Chip mit 128 x 128 jeweils 24 um? grofien Pixeln.
Mittels eines Peltier-Elements wird der Chip auf circa —70°C abgekiihlt, um thermisch
erzeugtes Hintergrundrauschen moglichst klein zu halten. Die Belichtungszeit der Ka-
mera wurde wihrend der Messungen, abhéingig vom ausgesandten Fluoreszenzlicht der
Tonen, angepasst und lag stets bei etwa 20 bis 30 ms. Die Verwendung des Experiment-
steuerungsprogramm erlaubt eine kontinuierliche Aufnahme und anschlieBende Spei-

cherung von Rohdaten der Kamera. Vor der Kamera befindet sich ein Bandpass?, der

! Andor Technology, iXon3 DU-860E-CS0-UVB
2Semrock, single-band bandpass filter, FF01-395/11-25
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eine hohe Transmission im Wellenldngenbereich des Ionen-Fluoreszenzlichts aufweist,
hingegen andere Wellenlédngenbereiche reflektiert oder absorbiert. Dies verbessert das
Signal-Rausch-Verhéltnis deutlich, da sonst auch andere Laser und diverse Lichtquellen
im Labor von der Kamera registriert werden.

Zur VergroBerung der Ionen befindet sich vor der Kamera ein aus fiinf Linsen bestehen-
des Objektiv mit einer Brennweite von f = 66.8 mm und einer numerischen Apertur von
0.26. Eine genauere Beschreibung des Linsensystems findet sich in [Schnitzler (2010)].
Experimentell wurde in dieser Arbeit ermittelt, dass ein 24 pm? grofies Pixel des CCD-
Chips durch das Linsensystem auf ~ 2.02pum? abgebildet wird (siehe Kapitel 4), was

einer Vergroflerung um den Faktor zwolf entspricht.

3.7. Anregung von Schwingungsmoden

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie in der Stabfalle und der Implantationsfalle
die Fallenfrequenzen w; bestimmt werden konnten. Die Messung beruht hierbei auf der
Messung der Resonanzfrequenz der Schwerpunktsmode (siehe Abschnitt 2.2.2). Auch
andere Schwingungsmoden, wie zum Beispiel die Atmungsmode, kénnen mit der in die-
sem Abschnitt beschriebenen Vorgehensweise angeregt werden. In der Stabfalle wurde
zur Anregung der Moden mit Hilfe eines Frequenzgenerators eine Wechselspannung auf
einen der DC-Stébe gelegt, in der Implantationsfalle hingegen auf eine der Endkappen.
Die Amplitude der Wechselspannung liegt dabei im Millivolt-bis Volt-Bereich. Trifft
die Frequenz dieser Wechselspannung beispielsweise die Resonanzfrequenz der axialen
Schwerpunktsmode, so schwingt das Ion in axialer Richtung mit der Anregungsfrequenz.
Da die Bewegung wihrend dieser Schwingung zu schnell ist, um von der Belichtungs-
zeit der Kamera aufgelost werden zu konnen, erscheint das Ion in axialer Richtung
verbreitert auf dem Kamerabild. Im Rahmen dieser Arbeit wurde unter anderem ein
Algorithmus fiir das Experimentsteuerungsprogramm entwickelt, der in Echtzeit Reso-
nanzkurven aufnehmen kann, wie sie in Abbildung 3.10 abgebildet ist.

Da es sich bei der lonenbewegung um eine Oszillation in einem annidhernd harmonischen
Potential handelt, nimmt die Resonanzkurve einen Lorentz-férmigen Verlauf an. Zur Er-
stellung dieser Kurve wird zu jeder Frequenz mit Hilfe eines eindimensionalen Gauf3-Fits
die Breite des oszillierenden Ions aus der Projektion des Kamerabildes gewonnen. Die
Standardabweichung o der GauB-Fits ist in der Abbildung an der Ordinate aufgetragen.

Dieser Vorgang wird nach jeder Frequenziteration etwa 20 mal durchgefithrt um eine
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Abbildung 3.10.: Resonanzkurve der Schwerpunktsmode eines Ionenkristalls. Die schwar-
ze Linie stellt einen Lorentz-Fit der Messwerte dar.

bessere Statistik zu erhalten. Eine Kurve aus etwa 200 Frequenziterationen kann somit
in ungefahr drei Minuten erstellt werden. Die in dieser Arbeit gemessenen Frequenzen
wurden jedoch grofitenteils manuell gemessen, da Verdnderungen in den Fallenspannun-
gen mitunter eine schleichende Verdnderung der Frequenzen iiber die Zeit verursachen
und somit die Genauigkeit der Frequenzmessung limitieren. Der vorgestellte Algorith-
mus stellt allerdings eine gute Moglichkeit zur exakten Frequenzmessung bei gemischten

Ionenkristallen dar [Ulm (2010)], zu welcher er aktuell mitunter verwendet wird.
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lonenpositionen: Theorie im Vergleich mit

dem Experiment

Inhalt dieses Kapitels ist die Darstellung der numerischen Ionenpositionsberechnung
sowie der Vergleich mit experimentell ermittelten Gleichgewichtspositionen. Auflerdem
werden grundlegende geometrische Charakteristika von Zickzack-Ionenkristallen analy-
siert. Die Messungen, die in diesem Kapitel prasentiert werden, wurden ausschlielich in
der in Abschnitt 3.1 beschriebenen Ionenfalle durchgefithrt und zeigen sehr gute Uber-
einstimmung mit der Theorie. Das in Abschnitt 3.6 dargestellte Beobachtungssystem
diente hierbei zur Bestimmung der Ionenpositionen.

Abschnitt 4.1 stellt den Algorithmus dar, der benutzt wurde um die theoretischen Io-
nenpositionen zu ermitteln. Auflerdem werden geometrische Mafie zur Charakterisie-
rung der Kristalle eingefiihrt, sowie eine Untersuchung der Symmetrien in planaren
Zickzack-Tonenkristallen vorgenommen. Abschnitt 4.3 stellt die experimentelle Vorge-
hensweise zur sub-pixelgenauen Ermittlung der Ionenpositionen vor. In Abschnitt 4.4
werden die ersten Messergebnisse der Positionsmessungen an Zickzack-Kristallen ver-
schiedener Tonenzahl préasentiert. Die Abschnitte 4.5 und 4.6 zeigen Messreihen an einem
Sieben-Ionen-Zickzack-Kristall, wihrend derer die Anisotropie der Ionenfalle systema-
tisch durch anndhernd isolierte Variation des axialen beziehungsweise radialen Ein-
schlusses verdndert wurde. Die gemeinsame Darstellung der Ergebnisse dieser beiden
Messreihen findet sich in Abschnitt 4.7. Abschlieflend befindet sich eine Fehlerdiskussi-
on der moglichen Fehlerquellen und deren Auswirkung auf die Positionsmessungen in
Abschnitt 4.8.
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4.1. Numerische Berechnung von lonenkristallen

Die Berechnungen der Ionenpositionen vereinfacht sich durch die in Abschnitt 4.2 dar-
gestellte Aufspaltung der radialen Fallenfrequenzen. Der Kristall liegt somit in einer
Ebene und das dreidimensionale Problem reduziert sich auf ein Zweidimensionales. Da-
her entscheiden ausschliefllich w, oder w, und w;, die experimentell bestimmt werden,
iiber die Position der Ionen im Kristall. Im Folgenden sei nun w, stets die niedrigere
der beiden radialen Fallenfrequenzen, der Kristall liegt also in der y-z-Ebene.

Wie bereits in Abschnitt 2.2.1 erwahnt, ist die analytische Berechnung der Gleichgewichts-
Ionenpositionen fiir mehrere Dimensionen und gréfere Ionenzahlen als N = 3 nicht mog-
lich, da sich Gleichung 2.16 in diesen Parameterbereichen nur numerisch 16sen ldsst. Der
im Folgenden vorgestellte Algorithmus 16st jeweils, fiir verschiedene Initialparameter, in
mehreren Schleifendurchldufen die Gleichung numerisch und ermittelt aus allen Lésun-
gen das kleinste Potential (siehe Gleichung 2.12), um so das globale Potentialminimum
zu finden.

Die Losung der Gleichung wurde mittels der Mathematica! Routine FindRoot ermog-
licht, welche das Nullstellenproblem mit Hilfe des Newton-Verfahrens numerisch 16st.
Diese Routine benétigt als Initialparameter vermutete Ionenpositionen w;,;; um gegen
die Losung konvergieren zu kénnen. Die nétige Iterationstiefe zum Erreichen der Kon-
vergenz sinkt mit der Nahe der Initialpositionen u;,;; zu den energetisch giinstigsten
Gleichgewichtspositionen. Da die Gleichung wegen lokaler Potentialminima nicht immer
in einem Schritt zufriedenstellend geldst werden kann, wird der Befehl in einer Schleife
etwa 100 mal ausgefiihrt. Die Anzahl der notigen Durchldufe wird dabei mafigeblich
durch die Ionenzahl bestimmt. Fiir die meisten Berechnungen reicht es aus, die Initi-
alpositionen w;,;¢ entlang der z-Achse dquidistant aufzureihen und in der y-Richtung
bei jedem Schleifendurchlauf in einem kleinen Intervall von Zufallszahlen auszulenken.
Diese zufillige Auslenkung ist notig, da bei gleichen Startparametern wu;,;; sonst immer
die gleiche, moglicherweise falsche, Losung ausgegeben wird. In jedem Schleifendurch-
lauf wird das zu der dort ermittelten Losung gehorige Potential gespeichert. Nachdem
alle Schleifendurchlidufe beendet sind, werden die Ionenpositionen ausgegeben, fiir die
sich das kleinste Potential ergeben hat.

Der vollsténdige Quelltext, mit dem die Positionsberechnungen erfolgten, ist in Anhang
A.3(A) abgebildet. Ein Ergebnis einer solchen Rechnung fiir 45 Tonen ist in Abbildung
4.1 dargestellt.

'"Kommerzielles Algebra Programm (http://www.wolfram.com)
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Abbildung 4.1.: Berechneter linearer 45-Ionenkristall in universellen, dimensionslosen
Koordinaten u, ; mit i € {y, z}.

Die Ionen liegen hier wegen einer sehr kleinen Anisotropie von a@ = 1079 in einer linea-
ren Konfiguration vor. An den Réndern des Kristalls sind die Abstéinde zwischen den
Tonen grofler, da die &ufleren Ionen nur Coulombabstoffungen nach auflien unterliegen,
die inneren Ionen aber Abstoflung aus beiden Richtungen erfahren. Erhéht man nun die

Anisotropie auf o = 1072, so findet ein Ubergang in die Zickzack-Struktur statt, wie
sie Abbildung 4.2 zeigt.
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Abbildung 4.2.: Berechneter 45-Ionen-Zickzack-Kristall.

Die Ausdehnung des Kristalls in z-Richtung hat abgenommen, die in y-Richtung hinge-
gen zugenommen. In der Mitte besteht der Kristall aus zwei Ebenen, an den Rédndern
liegt nahezu eine lineare Konfiguration vor. Fiir groflere Anisotropien oder gréoflere lo-
nenzahlen bilden sich mehr Ebenen aus, dies ist aber fiir diesen Kristall nicht dargestellt,
da es sehr aufwendig zu berechnen ist. In Abschnitt 4.4 allerdings findet sich ein gemes-
sener 17-Ionen-Zickzack-Kristall, der aus drei Ebenen besteht. Bei einer festen Ionenzahl
steigt mit der Anisotropie der Aufwand fiir die Berechnung der Positionen stark an, da

sich in diesen komplexen Kristallgeometrien die Anzahl der lokalen Potentialminima
erhoht.
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4.1.1. lonenpositionen und KristallmaBe in Abhangigkeit der Anisotropie

Fiir Zickzack-Kristalle gibt es im Wesentlichen drei interessante geometrische Mafe.
Zum einen die Ausdehnung des Kristalls in y-und z-Richtung, im Folgenden als Kristall-
hohe und Kristalllinge bezeichnet, zum anderen die mittlere Inter-Ionen-Distanz. Diese
errechnet sich aus dem Mittelwert des Abstands eines jeden Ions zu seinem néchsten
Nachbarn. Fiir drei Ionen finden sich Berechnungen, unter anderem zu den Kristallaus-
dehnungen, in [Fishman u.a. (2008)]. Da in dieser Arbeit die meisten Messungen an
Sieben-lonen-Zickzack-Kristallen durchgefiihrt wurden, zeigt Abbildung 4.3 den Verlauf

der gerade benannten Kristallmafie als Funktion der Anisotropie a.
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Abbildung 4.3.: Berechnete Kristallmafle eines Sieben-Ionenkristalls in Abhéngigkeit der
Anisotropie a. In schwarzen Késten sind die in den jeweiligen Anisotropiebereichen vor-
liegenden Kristallgeometrien eingezeichnet. Die gestrichelte Linie bei iy, = 0.09 zeigt
den Phaseniibergang von der linearen in die Zickzack-Konfiguration an, die gestrichelte
Linie bei ouqit, = 0.48 stellt einen weiteren abrupten Konfigurationswechsel dar.

Der Verlauf der Kurven ist relativ gleichméfig und folgt im Wesentlichen der Intuition:
Die Léange des Kristalls nimmt im Zickzack-Bereich mit steigender Anisotropie ab, die
Hohe zu. Kurz nach dem Ubergang in die Zickzack-Struktur éndern sich die Kristall-

mafle am stéarksten. Betrachtet man die in den Késten dargestellten Kristallstrukturen,
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so ist auch einsichtig, warum die Inter-Ionen-Distanz mit der Anisotropie steigt. Im Be-
reich a = 0...1 finden zwei abrupte Konfigurationséinderungen im Sieben-Ionen-Kristall
statt, die erste ist der Phaseniibergang in die Zickzack-Konfiguration bei ayyit, = 0.09.
Dieser Ubergang ist in allen drei Kurven sehr deutlich erkennbar. Eine zweite Struk-
turénderung findet bei i, = 0.48 statt, hier bildet sich eine dritte Kristallebene aus.
In der Kurve der Kristallhdhe ist dieser Ubergang deutlich erkennbar, in der Kurve der
Kristalllinge dagegen findet sich nur ein kleiner Sprung und die Inter-Ionen-Distanz
zeigt unmittelbar vor und nach dem Ubergang einen deutlich anderen Verlauf.

Ein besseres Versténdnis der Verdnderung der Kristallmafle erhélt man durch die Be-

trachtung der Ionenpositionen bei verschiedenen Anisotropien, wie es Abbildung 4.4

zeigt.
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Abbildung 4.4.: Berechnete Ionenpositionen eines Sieben-lIonenkristalls in Abhéngigkeit
der Anisotropie «. Zur Erstellung des Graphen wurden 2000 Positionsberechnungen
durchgefiithrt und mit farbig kodierten Punkten dargestellt. Die Leserichtung ist so zu
verstehen, dass der Verlauf der Ionen von niedriger zu hoher Anisotropie betrachtet wird,
wie es die Pfeile auf der linken Seite des Kristalls anzeigen. Schwarze Kreise markieren
die Position der Ionen in der linearen Konfiguration.

Aulffallig ist hier, dass die Ionenpositionen oft keinen geraden, sondern alternierend ge-
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krimmten Bahnen folgen. Dies éndert sich nach dem abrupten Konfigurationswechsel
bei ajyit, = 0.48, der mit roten Pfeilen markiert ist. Eine besondere Rolle nimmt hier
das mittlere Ion im Kristall ein, dessen Position zuerst nach unten wandert, um an-
schlieflend bei i, wieder exakt an die Ausgangsposition zu springen. Interessant ist
auch, dass die beiden Auflersten Ionen fiir & =~ 1 dort sitzen, wo die beiden inneren
Nachbarn bei o = 0 saBen. Nach diesem sprunghaften Ubergang verlaufen alle Tonen-
positionen regelméfiger als vorher. Dies liefert eine Erklérung dafiir, weshalb nach dem
Ubergang die Inter-Ionen-Distanz wesentlich gleichméBiger verlduft (siche Abbildung
4.4). Der Anisotropiebereich jenseits von oy, ist somit im Sieben-Ionenkristall besser
zum Einstellen einer gewiinschten Inter-Ionen-Distanz geeignet. Der Kristall gewinnt
bei dieser abrupten Strukturédnderung stark an Hohe, genau wie es im vorigen Graph

zu erkennen ist.

4.1.2. Symmetrien in Zickzack-lonenkristallen

Aufgrund der im Fallenzentrum beziiglich aller Fallenachsen annihernd symmetrischen
Potentiale in der Paulfalle bilden sich fiir Zickzack-Ionenkristalle gewisse Symmetrien
aus, die in diesem Abschnitt erldutert werden. Die im Folgenden erlduterten Symmetri-
en gelten fiir die Anisotropiebereiche aigit, < @ < Qigit,. Flir @ > i, bilden sich fiir
viele Kristalle komplexe Strukturen aus, welche in dieser Arbeit nicht ndher untersucht
werden. Fiir jeden in der y-z-Ebene liegenden Ionenkristall existieren vier energetisch
dquivalente Konfigurationen, die Spiegelungen der Kristalle an den y-und z-Achsen
entsprechen. Von diesen vier Konfigurationen sind aber sowohl fiir gerade als auch fiir
ungerade lonenzahlen in den Kristallen aufgrund von Spiegelsymmetrien jeweils nur
zwei Konfigurationen unterscheidbar. Die hier dargestellten Symmetrien wurden fiir
alle in dieser Arbeit vermessenen und berechneten Kristalle beobachtet und sind mit
hoher Wahrscheinlichkeit fiir alle zweidimensionalen Ionenkristalle giiltig.

Fiir Zickzack-Kristalle ldsst sich im hier untersuchten Anisotropiebereich feststellen,
dass Kristalle ungerader Ionenzahl spiegelsymmetrisch beziiglich der zur gréfiten Fallen-
frequenz korrespondierenden Fallenachse sind. Kristalle gerader Ionenzahl jedoch sind
punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs beziehungsweise des Fallenzen-
trums. Eine anschauliche Erkldrung fiir diese unterschiedlichen Symmetrieeigenschaf-
ten liefert die Betrachtung der Auslenkung aus der linearen Konfiguration fiir Kristalle
gerader und ungerader Ionenzahl. Abbildung 4.5 zeigt dies schematisch fiir fiinf bezie-

hungsweise vier Ionen, die zur niedrigsten Fallenfrequenz korrespondierende Fallenachse
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ist hierbei die z-Achse.
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Abbildung 4.5.: Skizzierte Darstellung des Ubergangs von der linearen in die Zickzack-
Konfiguration fiir einen Vier-und Fiinf-Tonenkristall.

R e

Der entscheidende Unterschied ist, dass sich das mittlere Ton in Kristallen ungerader
Tonenzahl jeweils exakt im Fallenzentrum befindet. Bei geraden Ionenzahlen hingegen
liegt das Fallenzentrum stets genau zwischen zwei Ionen. Daraus resultieren unmittel-
bar die Symmetrien der Auslenkungen in radialer Richtung. Die Skizze stellt auflerdem
dar, dass die Stdrke der radialen Auslenkung symmetrisch von innen nach aufien in
+2-Richtung abnimmt. Die Ursache dafiir ist, dass die Stédrke des Pseudopotentials in
radialer Richtung mit zunehmendem axialem Abstand zum Fallenzentrum zunimmt.
Fiir den im Folgenden dargestellten Ionenkristall wurden die Frequenzen w,/2m =
313.6kHz und w,/2m = 119.3kHz experimentell ermittelt. Es ergibt sich somit a =
0.144. Die Tabelle 4.1 zeigt die fiir diese Anisotropie berechneten Ionenpositionen in
universellen dimensionslosen Koordinaten. Dabei werden die Ionen, wie in der gesam-
ten Arbeit, nach ansteigenden z-Werten nummeriert.

Anhand der ermittelten Positionen w,,; ist ersichtlich, dass der Zickzack-Kristall, wie
oben erlautert, spiegelsymmetrisch beziiglich der y-Achse ist. Abbildung 4.6 zeigt den
berechneten Kristall sowie die zweite energetisch dquivalente unterscheidbare Konfigu-

ration.
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n 1 2 3 4 ) 6 7
Uny | -0.03 015 -0.29 035 -0.29 0.15 -0.03
Up. | -2.11  -1.22  -0.54 0.00 054 122 211

Tabelle 4.1.: Berechnete Gleichgewichtspositionen eines Sieben-lonen-Zickzack-Kristalls
fiir o = 0.144. Es bezeichnet u,, , die universelle, dimensionslose y-Koordinate des n-ten
Tons.
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Abbildung 4.6.: (a) Berechneter Sieben-Ionen-Zickzack-Kristall. (b) Zu (a) energetisch
dquivalente Konfiguration, entstanden durch Spiegelung an der z-Achse.

Welche dieser beiden Konfigurationen vom oben beschriebenen Algorithmus ausgege-
ben wird, ist dabei dem Zufall iiberlassen, da sie zu einem identischen Potential gehtren
und der Algorithmus die Losung mit dem kleinsten Potential sucht.

Fiir Kristalle gerader Ionenzahl hingegen liegt, wie oben erléutert, keine Symmetrie be-
ziiglich der Spiegelung an nur einer Achse vor, sondern eine Punktsymmetrie beziiglich
des Koordinatenursprungs. Tabelle 4.2 zeigt die numerisch bestimmten Positionen fiir

einen Sechs-lonenkristall, zur Berechnung dienten die gleichen Frequenzen wie oben.
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n 1 2 3 4 ) 6
Upy 0.02 —0.12 0.28 —0.28 0.12 —-0.02
Up, | —1.92 —1.01 —0.28 0.28 1.01 1.92

)

Tabelle 4.2.: Berechnete Gleichgewichtspositionen eines Sechs-Ionen-Zickzack-Kristalls fiir
a = 0.144.

Anhand der ermittelten Werte ist ersichtlich, dass es sich hierbei um eine punktsym-
metrische Struktur handelt. Eine Spiegelung an der y-oder z-Achse hingegen fiihrt hier

auf eine andere unterscheidbare Konfiguration wie sie in Abbildung 4.7 dargestellt ist.
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Abbildung 4.7.: (a) Berechneter Sechs-Ionen-Zickzack-Kristall. (b) Zu (a) energetisch
dquivalenter Kristall, entstanden durch Spiegelung an der z-Achse.

Im Experiment ist sowohl fiir Kristalle gerader Ionenzahl als auch ungerader Ionenzahl
ein haufiger Konfigurationswechsel der Kristalle von einer in die andere energetisch

dquivalente Konfiguration beobachtbar.
Sobald die y-Achse zur Fallenachse der kleinsten Fallenfrequenz wird, sind Kristalle un-

gerader Tonenzahl spiegelsymmetrisch beziiglich der z-Achse, wie es in Abbildung 4.8a
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zu sehen ist.
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Abbildung 4.8.: (a) Berechneter vertikaler, beziiglich der 2-Achse spiegelsymmetrischer,
Sieben-Ionen-Zickzack-Kristall. (b) Berechneter vertikaler Sechs-Ionen-Zickzack-Kristall.
Der Kristall ist, wie auch in der horizontalen Ausrichtung, punktsymmetrisch beziiglich
des Koordinatenursprungs.

Die Kristalle wurden hier mit der inversen Anisotropie a@ = 1/0.144 = 6.944 im Ver-

gleich zu vorher berechnet, was einer Drehung aller Potentiale in der y-z-Ebene um 90°

entspricht. Folglich drehen sich auch die Kristalle um 90°.
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Zusétzliche Symmetrien treten fiir Kristalle gerader Ionenzahl im Anisotropiebereich

Qsym, < @ < Qgym, auf. Dabei gilt fiir die hier untersuchten Ionenzahlen
Okrit; < Olsym; < Qsym, < krity- (4'1)

Im gerade angefithrtem Anisotropiebereich « sind die Kristalle symmetrisch beziiglich
Spiegelungen an allen Achsen. Fiir vier, sechs und zehn Ionen ist dies schematisch dar-
gestellt in Abbildung 4.9.

(a) Vier Ionen (b) Sechs Ionen (c) Zehn Ionen
° o o e o o o
> ® [ > @ (] >| @ [
Y ® ® e o o o
z z 4

Abbildung 4.9.: Berechnete sehr symmetrische Kristalle gerader Ionenzahl. (a) Vier-
Tonen-Kristall bei a = 0.4. (b) Sechs-Ionen-Kristall bei ov = 0.5. (c¢) Zehn-Ionen-Kristall
bei v = 0.24.

Diese Symmetrien sind experimentell von Bedeutung, da in solchen Konfigurationen alle
vier energetisch dquivalenten Konfigurationen identisch sind und folglich kein schneller
Konfigurationswechsel stattfindet. Die Kristalle sind somit sehr ruhig und die Ionen gut
einzeln adressierbar.

Fir a < agym, und agym, < a < agit, weisen Kristalle gerader Ionenzahl, wie oben
dargestellt, Punktsymmetrie auf. Kristalle ungerader Ionenzahl erhalten dagegen keine
zusétzlichen Symmetrien im Bereich ovgit, < o < Ourit, - Es ist zu bemerken, dass in allen
hier durchgefiihrten Berechnungen sprunghafte Konfigurationsénderungen bei ajyit, nur
fiir Ionenzahlen iiber fiinf gefunden werden konnten. Experimentelle und theoretische
Untersuchungen zu den Konfigurationsiibergéngen finden sich in Kapitel 5. Der Aniso-
tropiebereich o > v, zeigt fiir groflere Kristalle viele sprunghafte Konfigurations-und
Symmetrieinderungen. Es lief} sich bisher keine eindeutige Systematik der Symmetrien
in diesem Bereich finden. Jedoch treten hier auch fiir Ionenkristalle ungerader Ionen-
zahl Kristalle auf, die sehr symmetrisch sind. Ein solcher Kristall wurde in dieser Arbeit

vermessen, es handelt sich dabei um den 17-Ionen-Kristall in Abschnitt 4.4.
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4.2. Zickzack-Kristalle in der Stabfalle

Um in der Stabfalle planare Zickzack-Kristalle zu erhalten, muss die Entartung der
radialen Fallenfrequenzen aufgehoben werden, wobei das Verhéltnis zwischen der axia-
len und unteren radialen Fallenfrequenz den Wert ,/Qqig, iiberschreiten muss. Dies
geschieht mittels der bereits beschriebenen Offset-Spannung. Dem radialen Pseudopo-
tential wird so ein zeitlich konstantes Quadrupol-Potential iiberlagert. Abbildung 4.10
zeigt die Fallenfrequenzen in Abhéngigkeit der angelegten Offset-Spannung.
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Abbildung 4.10.: Gemessene und simulierte Aufhebung der Entartung der radialen Fal-
lenfrequenzen in der Stabfalle [Ott (2012)].

Die Messungen und Simulationen entstammen [Ott (2012)], wobei Erstere mit Hilfe
der in Abschnitt 3.7 beschriebenen Schwingungsanregung iiber ein Wechselspannung-
feld durchgefiihrt wurden.

Fiir die korrekte Positionsbestimmung der Tonen in Zickzack-Kristallen ist es essentiell
zu wissen, wie die Kristalle in der Stabfalle liegen und unter welchem Winkel sie be-
obachtet werden. In Abbildung 4.11 ist zu erkennen, dass der Zickzack-Kristall unter

einem Winkel von 45° betrachtet wird.
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45°-Winkel .
Beobachtungs-
system

Abbildung 4.11.: Blick aus axialer Richtung auf die Lage eines Zickzack-Tonenkristalls
(rote Kugeln) im Zentrum der Stabfalle. Die schwarzen Kreise stellen die Stabelektro-
den dar. Eine positive Offset-Spannung auf den DC-Elektroden veréindert das radiale
Pseudopotential. Die Simulation dieses Potentials wurde bei einer Gleichspannung von
1.55V auf den DC-Elektroden durchgefiihrt und entstammt [Ott (2012)]. Die Stérke des
Potentials nimmt von blau iiber tiirkis bis hin zu rot, zu. Die Groflenverhéltnisse in der
Skizze sind nicht mafistabsgetreu.

Bei positiver Offset-Spannung liegt der Kristall in der y-z-Ebene, bei negativer Offset-
Spannung hingegen in der z-z-Ebene. Fiir die in der Bildebene beobachtbare Ausdeh-
nung des Kristalls in y-Richtung y* ergibt sich:

y* = ysin(45°) = y/V2. (4.2)
Liegt der Kristall in der z-z-Ebene, so dreht sich nur das Vorzeichen des Winkels um,

der Faktor 1/4/2 hingegen bleibt bestehen.
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4.3. Experimentelle Ermittlung der lonenpositionen

Wie in Abschnitt 3.6 erldutert wurde, dient eine CCD-Kamera zur Beobachtung der
Tonen. Das Kamerabild eines solchen aus sieben Ionen bestehenden Zickzack-Kristalls
ist in Abbildung 4.12 dargestellt.
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Abbildung 4.12.: CCD-Bild der Fluoreszenz eines Sieben-lonen-Zickzack-Kristalls.

Hierbei handelt es sich um den bereits in Abschnitt 4.1.2 berechneten Kristall bei
wy/2m = 313.6(3.0) kHz und w./2m = 119.3(4) kHz. Aus den Unsicherheiten in den
ermittelten Fallenfrequenzen ergibt sich eine Unsicherheit in der Anisotropie, welche
mittels Gauf’scher Fehlerfortpflanzung berechnet wird. Er ergibt sich hier somit o =
0.144(3). Da das Bild der Kamera in Pixelkoordinaten vorliegt, erfolgte eine Umrech-
nung in Mikrometer-Skalierung, welche im folgenden Abschnitt beschrieben wird. Die
Kristalle in diesem Kapitel werden, zwecks besserer Ubersichtlichkeit, immer als in der
y-z-Ebene liegend angenommen. Anhand des Vorzeichens der DC-Offset-Spannung ist
aber jeweils leicht erkennbar, ob der Kristall in der z-z-Ebene oder der y-z-Ebene liegt
(siehe Abschnitt 4.2). Um die Positionen der Ionen auf den CCD-Bildern zu ermitteln,
wird auf jede im CCD-Bild erkennbare Ionenposition ein zweidimensionaler Gauf-Fit
angewandt. Jeweils etwa 100 Einzelbilder wurden fiir jeden Kristall aufgenommen um
eine hohere Statistik zu erhalten. Abbildung 4.13 zeigt die Ergebnisse der Gauf-Fits
von 92 Einzelbildern des Kristalls.

Die Standardabweichung, welche anhand der Streuung der Einzelergebnisse um den
Mittelwert berechnet wurde, liegt hier durchschnittlich bei 0.20 pm pro Ion. In dem
vergroflert dargestellten Bereich liegt die Standardabweichung bei 0.23 pm. Dieser Wert

reprasentiert in dieser Einzelmessung die grofite Streuung um den Mittelwert.
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Abbildung 4.13.: (a) Einzelergebnisse von 92 zweidimensionalen Gauf-Fits pro Ion an
einem Sieben-lonen-Zickzack-Kristall. Ein griiner Punkt steht jeweils fiir ein Einzeler-
gebnis eines Gauf3-Fits, schwarze Punkte sind die aus den Einzelergebnissen gewonnenen
Mittelwerte. Der Radius der schwarzen Kreise reprisentiert die Standardabweichung.
(b) VergroBlerung des Positionsbereichs eines Tons mit verhéltnismiifiig hoher Streuung.

4.3.1. Geometrische Transformationen zur Vergleichbarkeit von
Experiment und Theorie

Will man nun die Mittelwerte dieser experimentell ermittelten Ionenpositionen ver-
gleichbar mit den in Abschnitt 4.1 berechneten Positionen machen, so sind geometrische
Transformationen zwischen den gemessenen Positionen und den berechneten Positionen
notig. Dies liegt daran, dass die Mittelwerte der Positionsmessungen in Pixelkoordina-
ten vorliegen, die berechneten Positionen jedoch in den universellen, dimensionslosen
u-Koordinaten (siehe Kapitel 2). Es gibt mehrere mogliche Transformationen, die ziel-
fithrend sind. Hier wird aber nur eine Vorgehensweise vorgestellt, die sich als sinnvoll
erwiesen hat. Da man an der Darstellung der Positionen in Mikrometer-Skalierung in-
teressiert ist, ist es hilfreich, dass mittels Gleichung 2.15 eine direkte Umrechnungsmog-
lichkeit zwischen u-Koordinaten und Mikrometer-Skalierung besteht. Dazu ist allerdings
die genaue Kenntnis der axialen Fallenfrequenz w, notig, welche, wie in Abschnitt 3.7
beschrieben, gemessen wurde. Somit ist es zielfiihrend, eine zentrische Streckung von
Pixelkoordinaten auf die universellen Koordinaten vorzunehmen um anschlieflend von
diesen Koordinaten auf Mikrometer-Skalierung umzurechnen. Alternativ ist es moglich,
in einer Eichmessung an einem linearen Kristall die Vergréflerung des Beobachtungs-

systems zu bestimmen und somit eine direkte Umrechnung von Pixelkoordinaten in
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Mikrometer-Skalierung zu erhalten. Diese Vorgehensweise setzt aber voraus, dass vor
jeder Einzelmessung eine solche Eichmessung durchgefithrt wird, da kleine Potential-
dnderungen und nétige Fokus-Justagen zu einer anderen Position des Kristalls in der
Falle und somit zu einer abweichenden Vergréflerung fithren. Die eingangs beschriebe-
ne Umrechnung iiber die axiale Fallenfrequenz hat sich als pragmatischer und exakter
erwiesen, in Abschnitt 4.8 findet sich eine quantitative Analyse dieser Problematik.
Die im Weiteren erlduterten Transformationen fithren, ohne Verdnderung der Groflen-
verhiltnisse in den Kristallen, auf einen Uberlapp des linken und rechten Ions von
Theorie-und Messwertkristall. Diese Uberlagerung der Kristalle resultiert in einer be-
sonders geringen Gesamtabweichung zwischen berechneten und gemessenen Positionen.
In einem ersten Schritt werden, zwecks eines gemeinsamen Koordinatenursprungs, so-
wohl Messwertkristall als auch Theoriekristall so verschoben, dass das am weitesten
links liegende Ion in y-und z-Koordinate auf Null liegt. Anschlieflend wird der Streck-
faktor k = Lneo./Lness. berechnet, wobei L jeweils die Distanz zwischen dem linken
und rechten Ende des Kristalls bezeichnet. Die Multiplikation der Koordinaten des
Messwertkristalls mit k liefert nun oben genannte zentrische Streckung, welche alle
Groflenverhéltnisse im Kristall unverdndert ldsst. Nach dieser Transformation besitzen
die Kristalle zwar die gleiche Gesamtlédnge, jedoch miissen die am weitesten rechts lie-
genden Ionen noch nicht zwingend aufeinander liegen. Die Ursache dafiir sind kleine
geometrische Unvollkommenheiten im Beobachtungssystem sowie der Falle, welche be-
wirken, dass der Kristall nicht perfekt waagerecht im CCD-Bild liegt. Eine Drehung des
Messwertkristalls um den Koordinatenursprung, sprich das &duflerste linke Ion, liefert
nun perfekten Uberlapp zwischen linkem und rechtem Ende der Kristalle.

Die y-Koordinaten der mittleren Ionen im Messwertkristall hingegen sind, nach Aus-
fithrung aller eben genannten Transformationen, wesentlich kleiner als die der mittleren
Ionen im Theoriekristall. Der in Kapitel 4.2 beschriebene 45°-Winkel ist hierfiir die
Ursache. Um nun eine moéglichst unverfilschte bildliche Darstellung des hier angewand-
ten Verfahrens zur Positionsbestimmung zu erreichen, werden die y-Koordinaten aller
Tonen im Theoriekristall mit dem Faktor 1/4/2 multipliziert. Somit sind séimtliche auf
Mikrometer skalierten gemeinsamen Darstellungen von Messwerten und Berechnungen
in diesem Kapitel um diesen Faktor in y-Richtung gestaucht. Bei den Berechnungen der
Absténde in den Kristallen allerdings werden die Ergebnisse um den Faktor bereinigt.
Daher wird beispielsweise als Unsicherheit in z-Richtung die mittlere Standardabwei-
chung festgelegt und als Unsicherheit in y-Richtung die mittlere Standardabweichung,
multipliziert mit v/2.
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Anschliefend erfolgt mit Hilfe des Langenparameters [ die Umrechnung in Mikrometer-
Skalierung. Nach der letzten Transformation liegt ein sehr guter Gesamtiiberlapp zwi-
schen Messwertkristall und Theoriekristall vor. Um diesen Uberlapp weiter zu verbes-
sern, wird in einem letzten Schritt ein Algorithmus angewandt, der die Gesamtabwei-
chung von Messwerten und Berechnungen verringert. Der Algorithmus verschiebt dabei
den Theoriekristall zuerst in kleinen Schritten in z-Richtung zu einer Position, an der
die Gesamtabweichung minimal wird. Diese Position wird nun an den Teil weiterge-
geben, der in gleicher Weise in y-Richtung verfihrt. Eine anschlieBende inkrementelle
Drehung verringert zusétzlich die Abweichung. Dieses Verfahren wiederholt sich etwa
200 mal und liefert fiir einige Kristalle eine gute Verbesserung des Uberlapps.

Das Ergebnis all dieser geometrischen Operationen ist in Abbildung 4.14 dargestellt, es
handelt sich dabei um den Kristall aus Abbildung 4.13.
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Abbildung 4.14.: (a) Gemessene und berechnete Ionenpositionen nach Durchfithrung al-
ler geometrischen Transformationen. Rote Kreuze markieren die berechneten Positionen,
schwarze Punkte die gemessenen Positionen und schwarze Kreise stellen die Standardab-
weichung der Positionsermittlung dar. (b) Vergréfierung des Positionsbereichs eines Ions.
Die gemessene Position liegt sehr nah bei der Berechneten.

Die experimentell ermittelte Position weicht hier bei dem vergrofiert dargestellten Ion
um nur 75nm von der berechneten Position ab. Fiir den gesamten Kristall betragt die
mittlere Abweichung 84 nm pro Ion. Es wird bewusst auf eine getrennte Betrachtung
von y-und z-Abweichung verzichtet, da das oben beschriebene Verfahren zur Herstel-
lung eines Uberlapps willkiirlich ist. Es wire genau so gut moglich einen perfekten
Uberlapp fiir die duBersten radialen, statt die &uBersten axialen Ionen herzustellen, was
zu groferen axialen Abweichungen fiihren wiirde. In dem hier gewahlten Verfahren sind

tendenziell die radialen Abweichungen hoher als die axialen.
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4. Ionenpositionen: Theorie im Vergleich mit dem Experiment

Die gemessene Kristallhohe betrug hier 11.57(58) pm und weicht somit um —2.49% von
der berechneten Hoéhe von 11.86 pm ab. Da es sich bei der Ermittlung der Kristallhohe
um eine Einzelmessung zwischen zwei Ionen in y-Richtung handelt, wurde der Fehler
aus der doppelten mittleren Standardabweichung in y-Richtung von 0.29 pm berechnet
und ist somit relativ groff. Die Unsicherheit in der Anisotropie « wird hier in allen
Fehlerbetrachtungen vernachléssigt und erst in Abschnitt 4.7 miteinbezogen.

Fiir die mittlere Inter-Ionen-Distanz findet sich der Messwert 15.40(12) pm, was nur
einer —0.50%igen Abweichung, vom berechneten Wert von 15.47 pm, entspricht. Die
Berechnung des Fehlers erfolgt hierbei mittels Bestimmung des absoluten Gréftfehlers,
da sich eine Positionsabweichung eines einzelnen Ions auf mindestens zwei ermittelte lo-
nenabsténde auswirkt. Die Lénge des Kristalls entsprach hier, wie auch bei sémtlichen
anderen Messungen, exakt dem berechneten Wert von 77.31 pm, da auf diese Weise der

Uberlapp hergestellt wurde.

4.4. Zickzack-lonenkristalle verschiedener lonenzahl

Im Folgenden werden eine Reihe von Positionsmessungen an Zickzack-Ionenkristallen
verschiedener Ionenzahlen bei systematisch variierten Anisotropien présentiert. Allen
diesen Messungen ist die Amplitude der Antriebsfrequenz mit Ugr = 300(15) V! ge-
mein. In diesem Abschnitt wird eine Messreihe an Zickzack-Kristallen verschiedener
Ionenzahl vorgestellt, die sich im annédhernd gleichen Potential befinden. Dabei handelt
es sich um aus fiinf bis elf sowie 17 Ionen bestehende Kristalle.

Zuerst werden in Abbildung 4.15 die Kristalle vorgestellt, die sich im exakt gleichen Po-
tential befinden. Die DC-Fallenspannungen betrugen hierbei Uy = 350V, Ugg = 0.6V
und Ukemp = —0.16 V. Dazu wurden die Fallenfrequenzen w, /27 = 287.4(3.0) kHz und
w,/2m = 111.1(4) kHz bestimmt, was eine Anisotropie von a = 0.149(3) bedeutet.

Alle dargestellten Kristalle zeigen einen guten Uberlapp von Berechnung und Experi-
ment. Die in Abschnitt 4.1.2 beschriebenen Kristallsymmetrien fiir gerade und ungerade
Ionenzahlen lassen sich hier gut erkennen, allerdings sind die Kristalle fiir sechs und acht
TIonen wegen des Verfahrens zur Uberlappverbesserung hier leicht gedreht dargestellt.
Augenscheinlich nehmen mit der Ionenzahl die Ausdehnungen der Kristalle in y-und
z-Richtung zu, die exakten Werte sind Tabelle 4.3 zu entnehmen.

Die Messung am Elf-Tonenkristall zeigt mit +0.004% Abweichung in der Kristallhohe

'Das pp in V,p steht abgekiirzt fiir den englischen Begriff peak-to-peak.
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(a) Sechs-lonen-Zickzack-Kristall

[§
— 4 *
E 2 x
= 0 x
-2 x
—4 x
10 20 30 40 50 60 70
z [um]
(b) Acht-Ionen-Zickzack-Kristall
6]
_ 4 % x
E 2 %
3 0
> _4 X
-6 x x
20 40 60 80
z [um]
(c) Neun-Ionen-Zickzack-Kristall
6
— 4 b1 b5} >d
2
.% 0 x
= _2
~ _4 x x
-6 ® x
-8
20 40 60 80
z [um]
(d) Elf-Tonen-Zickzack-Kristall
— g -1 -1 b b}
2
E X
5 03
- -6 8 x x x .
-8
20 40 60 80 100
z [pm]

Abbildung 4.15.: Vier gemessene und berechnete Zickzack-Kristalle verschiedener ITonen-
zahlen im gleichen Potential.

die geringste prozentuale Abweichung aller in dieser Arbeit vorgenommenen Messungen

von der Theorie. Fiir die mittlere Inter-Ionen-Distanz ldsst sich hier keine Gesetzméa-
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Anzahl der Ionen 6 8 9 11

Kristalllinge [um]|  73.45 86.91 92.71 103.26

Kristallhghe [um]|  11.70(58)  13.61(85)  14.20(78)  15.20(75)

Inter-Ionen-Distanz [pm)] 16.55(13) 16.27(18) 16.32(16) 16.49(14)

Abweichung/Ion [pm] 0.12 0.24 0.12 0.11

StdAbw/Ion (2-Richt.) [pm] 0.20 0.30 0.28 0.26
Abweichung IntTonDist [%] 0.202 —0.609 —0.839 —0.611
Abweichung Kristallhohe [%] 0.895 0.139 —0.071 0.004

Tabelle 4.3.: Daten von vier verschiedenen Zickzack-Kristallen bei einer identischen Ani-
sotropie von a = 0.149(3). StdAbw/Ion steht fiir die Standardabweichung pro Ion in
z-Richtung, um die Standardabweichung in y-Richtung zu erhalten, muss dieser Wert
mit /2 multipliziert werden. Die Inter-lonen-Distanz, die Abweichung/Ion und StdAb-
w/Ion sind Mittelwerte iiber alle Ionenpositionen. Abweichung IntIonDist bezeichnet die
Abweichung, der gemessenen, von der berechneten Inter-lonen-Distanz. Eine gemeinsame
Darstellung der Ergebnisse findet sich in 4.7.

Bigkeit finden, da sie von sechs zu acht Ionen abnimmt, und von acht zu neun und elf
Ionen zunimmt. Der in Abschnitt 4.1.1 gezeigte mitunter sprunghafte Verlauf der Io-
nenpositionen lasst erahnen, dass hier moglicherweise komplexere Gesetzméafigkeiten fiir
verschiedene Ionenzahlen vorliegen. Wie schon die Darstellung der gemessenen Positio-
nen in Abbildung 4.15 vermuten lésst, sind die Positionsabweichungen von der Theorie
sehr gering und betragen hochstens 0.24 pm. Die mittlere Abweichung von der Theorie
pro Ion liegt somit fiir alle Kristalle innerhalb der Standardabweichung in z-Richtung,
und daher auch innerhalb der Standardabweichung in y-Richtung. Die prozentualen Ab-
weichungen in der Inter-Ionen-Distanz, sowie der Kristallhohe unterliegen hier keiner
RegelméfBigkeit, es liegt hier also kein Hinweis auf einen systematischen Fehler vor.
Abbildung 4.16 zeigt einen Zehn-Ionenkristall welcher in einem anndhernd identischen
Potential von w, /27 = 282.3(3.0) kHz und w, /27 = 111.1(4) kHz gemessen wurde.
Dieser Kristall wurde bei einer zu obigen Messungen genau entgegengesetzten Offset-
Spannung von U,g = —0.6 V gemessen, er liegt also in der z-z-Ebene vor. Auch dieser
Kristall ist punktsymmetrisch beziiglich der Kristallmitte, er ist jedoch leicht gedreht

abgebildet. Das Ion am rechten Ende des Kristalls zeigt eine etwas hohere Positions-
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Abbildung 4.16.: Gemessener Zehn-lonen-Zickzack-Kristall bei einer Anisotropie von o =
0.155(4).

abweichung als die iibrigen Ionen, die wiederum sehr gut mit den berechneten Positio-
nen iberlappen. Diese hohere Abweichung resultiert aus dem Translations-Rotations-
Algorithmus, der nach allen geometrischen Transformationen angewandt wird um die
Gesamtabweichung weiter zu minimieren.

Neben den gerade gezeigten Kristallen im annédhernd identischen Potential wurden noch
zwel weitere Kristalle verschiedener Ionenzahl bei hoherer Anisotropie vermessen. Ab-
bildung 4.17 zeigt den grofiten, in dieser Arbeit vermessenen, Kristall, welcher aus 17

Tonen aufgebaut ist.
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Abbildung 4.17.: Gemessener 17-Ionen-Zickzack-Kristall bei einer Anisotropie von a =
0.183(4).

Der Kristall besteht in der Mitte aus drei Ebenen und ist spiegelsymmetrisch beziiglich
aller Fallenachsen. Symmetrien dieser Art treten in Kristallen ungerader Ionenzahl erst
fiir & > ayqit, auf. Auch fiir diesen grofien Kristall stimmen die Berechneten sehr gut mit
den gemessenen lonenpositionen iiberein, die Abweichung pro Ion betrigt 0.19 um bei
einer Standardabweichung in z-Richtung von 0.47 pm . Fiir Ionenkristalle, die nur aus
wenigen lonen bestehen, ben6tigt man hohe Anisotropien um eine Zickzack-Struktur zu
erreichen (siehe Kapitel 5). Bei hohen Anisotropien werden die Kristalle mit geringerer
Effizienz gekiihlt, die Ionen sind also schlechter lokalisiert und erscheinen daher stark

verbreitert auf dem Kamerabild. Der kleinste Kristall, an dem in dieser Arbeit Positi-
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4. Ionenpositionen: Theorie im Vergleich mit dem Experiment

onsmessungen durchgefiihrt wurden, besteht daher aus fiinf Ionen und ist in Abbildung
4.18 dargestellt.
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Abbildung 4.18.: Gemessener Fiinf-Ionen-Zickzack-Kristall bei einer Anisotropie von o« =
0.205(4).

Auch hier findet sich aufgrund der hohen Anisotropie eine relativ grofle Standardab-
weichung von 0.40 pm. Fiir die oberen beiden Ionen liegen die berechneten Positionen
noch knapp innerhalb der Standardabweichung, sie liegen allerdings beide hoher als die
gemessenen Positionen. Die Abweichung von der berechneten Kristallhohe betréagt hier
—3.47%. Eine Ursache fiir die verhiltnisméfig schlechte Ubereinstimmung kann auch
die hier verwendete Kompensationsspannung von Uxemp = —0.28 V sein. Fiir die drei
zuletzt gezeigten Kristalle ergeben sich die Daten in Tabelle 4.4.

Wie auch in den obigen Messungen nehmen hier Kristallh6he und Linge mit der Ionen-
zahl zu. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass fiir jeden Kristall eine zwar dhnliche aber
dennoch verschiedene Anisotropie vorliegt. Die Abweichungen pro Ion sind auch hier
wieder sehr gering und liegen bei allen Kristallen innerhalb der Standardabweichung in
z-Richtung. Fiir die prozentualen Abweichungen lésst sich feststellen, dass diese tenden-
ziell eher negativ sind, aber auch hier ist keine eindeutige Systematik erkennbar. Bei der
Messung am Zehn-Tonenkristall liegt in der mittleren Inter-Ionen-Distanz lediglich eine
Abweichung von —0.004% vor. Die durchschnittliche prozentuale Abweichung in den
13 hier durchgefiihrten Positionsmessungen ergibt sich zu —0.59% in der Inter-Ionen-
Distanz und zu +0.13% in der Kristallhohe. Bemerkenswert ist, dass die Abweichung
der Tonenpositionen hier in den meisten Messungen bei etwa 1/20 eines Pixels der CCD-
Kamera lag, welches eine Gréfie von ~ 2.02 pm? hat.

Fiir jeden Kristall wurde hier jeweils nur eine moégliche Konfiguration aufgefiihrt, es
wurden aber jeweils beide energetisch dquivalenten Konfigurationen gemessen. Die Da-
ten zu diesen Kristallen finden sich in Anhang A.1(A).
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4.5. Variation des axialen FEinschlusses

Anzahl der Ionen 5 10 17
Uott [V] 1.0 -0.6 -0.8
Ukomp [V] -0.28 -0.16 -0.16

w,/27 [kHz] | 245.5(3.0) 282.3(3.0)  259.8(3.0)

Anisotropie « 0.205(5) 0.155(4) 0.183(4)

Kristalllinge [pm 62.42 97.67 125.89

Kristallhohe [pm] | 11.03(1.14)  15.64(80)  27.90(1.33)
17.77(29)  16.71(16)  16.27(21)

|
]
]
Abweichung/Ion [pm)] 0.17 0.21 0.19
]
]
|

[

[
Inter-Tonen-Distanz [pm

[

[

StdAbw /Ion (z-Richt.) [pm 0.40 0.28 0.47
Abweichung IntlonDist [% -1.184 -0.004 -1.37
Abweichung Kristallhthe [% -3.468 3.070 -1.39

Tabelle 4.4.: Daten der Messungen am 5-, 10- und 17-Ionen-Zickzack-Kristall. Der axiale
Einschluss betrug hier Uax = 350V, dafiir ergab sich w, /27 = 111.1(4) kHz.

4.5. Variation des axialen Einschlusses

Eine Moglichkeit, die Anisotropie der Falle zu veréndern, ist eine Variation der axia-
len Fallenfrequenz w,. Dies ist in der hier verwendeten Falle leicht durch ein Anlegen
verschiedener axialer Gleichspannungen méglich. Alle in diesem Abschnitt vorgestellten
Messungen fanden an einem Sieben-lIonenkristall statt. Die axiale Fallenspannung Us,x
wurde dabei in 50 V-Schritten von 300V bis 450V variiert. Eine dieser Messreihen fand
bei einer radialen Offset-Spannung von Uy,g = 0.6 V, die zweite bei Uyg = —0.6 V statt
um die radialen Fallenfrequenzen moglichst konstant zu halten. Letztere zeigt etwas
geringere Abweichungen und wird im Folgenden vorgestellt, die zweite Messreihe findet
sich in Anhang A.1(B). Beide Messreihen wurden bei einer Kompensationsspannung von
Ukomp = —0.16 V durchgefiihrt. Abbildung 4.19 zeigt die Messserie bei Uyg = —0.6 V.

Bei steigender axialer Fallenspannung steigt auch die axiale Fallenfrequenz w, und so-
mit die Anisotropie. Gut sichtbar ist hier, dass die Lénge des Kristalls mit steigender
Anisotropie deutlich abnimmt, die Hohe dagegen nimmt zu. Die erste Messung bei

a = 0.102(2) liegt nur knapp iiber dem Zickzack-Phaseniibergang bei ayyit, = 0.088,
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4. Ionenpositionen: Theorie im Vergleich mit dem Experiment

(a) Unx = 300V, o = 0.102(2)
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Abbildung 4.19.: Sieben-Ionen-Zickzack-Kristall bei verschiedenen axialen Fallenfrequen-
zen w, und annéhernd gleichen radialen Fallenfrequenzen w,. Die Anisotropie ov nimmt
von oben nach unten zu.

daher ist die Hohenzunahme hier im Verlauf der Messserie besonders stark, wie es in
Abschnitt 4.1.1 vorhergesagt wurde. Die exakten Werte fiir den Kristall konnen Tabelle
4.5 entnommen werden.

Zusétzlich zu der Angabe in Mikrometer-Skalierung wurde hier die Inter-Ionen-Distanz

auch in universellen Koordinaten angegeben, da die Angaben in Mikrometer-Skalierung
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4.5. Variation des axialen FEinschlusses

Usx [V] 300 350 400 450

w./2r [kHz] | 101.0(4)  110.8(4)  119.3(4)  127.5(4)
wy/27 [kHz] | 316.5(3.0) 315.6(3.0) 314.6(3.0) 313.3(3.0)
Anisotropie | 0.102(2) 0.123(3) 0.144(3) 0.166(3)

Kristalllinge [pm)] 90.02 82.71 77.31 72.42

Kristallhdhe [um] | 7.85(62)  10.37(64)  11.57(58)  12.33(54)

Inter-Ionen-Distanz [pm] | 15.80(13)  15.57(14)  15.40(12)  15.23(12)
0.771(6) 0.808(7) 0.840(7) 0.868(7)

Inter-Tonen-Distanz [univ. K.

]
Abweichung/Ion [pm] 0.07 0.08 0.08 0.09
StdAbw/Ion (z-Richt.) [pm] 0.22 0.23 0.20 0.19
Abweichung IntlonDist [%] -0.38 -0.81 -0.50 -0.60
Abweichung Kristallhohe [%)] -2.18 -3.00 -2.49 -2.11

Tabelle 4.5.: Daten eines Sieben-Ionen-Zickzack-Kristalls bei verschiedenen axialen Fal-
lenfrequenzen und Uyg = —0.6 V. Eine gemeinsame Darstellung aller Messreihen am
Sieben-Ionen-Kristall findet sich in Abschnitt 4.7.

mit zunehmender Anisotropie einen abnehmenden Abstand der Ionen zeigen. Dies wird
durch die steigende axiale Fallenfrequenz w, verursacht, da fiir jede Frequenz somit ein
verschiedener Langenparameter [ vorliegt. Eine Umrechnung in die universellen Koordi-
naten zeigt wiederum eine Zunahme der Inter-Ionen-Distanz bei steigender Anisotropie,
wie sie bereits in Abschnitt 4.1.1 berechnet wurde. Fiir die Kristalllinge und Hohe ist der
Einfluss des jeweils anderen Langenparameters geringer und beide Grofien zeigen auch
in Mikrometer-Skalierung das erwartete Verhalten. Fiir beide Messserien bei positiver
und negativer Offset-Spannung liegen die Positionsabweichungen pro Ion jeweils inner-
halb der Standardabweichung, nur fiir die Messung bei U,x = 450V und Uyg = 0.6V
wird mit einer Abweichung von 0.20pm die Standardabweichung von 0.19pm leicht
iiberschritten. Im Gegensatz zu den Messungen an verschieden groflen Ionenkristallen
sind hier alle prozentualen Abweichungen negativ. Die mittlere prozentuale Abweichung
der vier hier gezeigten Messungen ergibt sich zu —0.57% in der Inter-Ionen-Distanz und
zu —2.45% in der Kristallhohe.
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4.6. Variation des radialen Einschlusses

Eine zweite Mo6glichkeit zur Verédnderung der Anisotropie bietet die Variation der radia-
len Fallenfrequenz wy. In der hier verwendeten Falle wird dies durch Verénderung der
radialen Gleichspannung U,g realisiert (siehe Abschnitt 4.2). Wie schon im vorigen Ab-
schnitt wurden alle Messungen an einem Sieben-lonen-Zickzack-Kristall durchgefiihrt.
Es wurden auch hier wieder Messungen bei positiver und negativer Offset-Spannung
durchgefiihrt, dabei variierte die radiale Offset-Spannung in 0.2 V-Schritten. Es fan-
den Messungen statt bei Uyg = —0.6,—0.8,+0.6,+0.8,+1.0V. Fiir die Messung bei
Uosg = 1.0V war eine andere Kompensationsspannung von Uxemp = —0.28 V notig.
Die axiale Fallenspannung wurde wahrend aller Messungen nicht verdndert und lag bei
Uax = 350V, was in einer axialen Fallenfrequenz von w, /27 = 111.1(4) kHz resultierte.
Im Folgenden wird die Messreihe bei positiver Offset-Spannung prisentiert, da es mog-
lich war, dort bei drei verschiedenen Spannungen zu messen. Der Kristall liegt also in
der y-z-Ebene. Anhang A.1(C) kénnen die Werte fiir die Serie mit negativer Spannung
entnommen werden, sowie die Daten zu den energetisch dquivalenten Konfigurationen
der Serie mit positiver Spannung. Fiir die drei verschiedenen radialen Fallenfrequenzen
ist der Kristall in Abbildung 4.20 dargestellt.

Es sind hier die gleichen Auswirkungen der Anisotropie-Erh6hung zu sehen wie im vo-
rigen Abschnitt: Der Kristall dehnt sich in y-Richtung aus und zieht sich in z-Richtung
zusammen. Fiir den Kristall bei Uyg = 1.0V liegt eine hohe Standardabweichung vor,
da die Anisotropie bei diesem Wert relativ hoch ist und auch eine andere Kompen-
sationsspannung verwendet werden musste. Obwohl hier iiber einen &hnlich grofien
Anisotropiebereich Werte aufgenommen wurden, fallen die Anderungen in den Kris-
talldimensionen weniger drastisch aus als im vorigen Abschnitt. Dies rithrt daher, dass
im vorigen Abschnitt fast unmittelbar nach dem Zickzack-Phaseniibergang gemessen
wurde, dort &ndern sich die Kristallmafle schneller als im etwas hoheren Anisotropiebe-
reich. Die genauen Daten fiir diese Messreihe sind Tabelle 4.6 zu entnehmen.

Da hier alle Messungen bei gleicher axialer Fallenfrequenz durchgefithrt wurden, er-
gibt sich jeweils der gleiche Léngenparameter. Somit sind die in Mikrometer skalierten
Angaben untereinander direkt vergleichbar. Mit zunehmender Anisotropie nehmen die
Kristallhohe sowie die Inter-Ionen-Distanz zu und die Kristalllinge ab. Sdmtliche hier
und im Anhang A.1(C) aufgefiithrten Messungen zeigen geringe mittlere Positionsab-
weichungen pro Ion, die aulerdem alle innerhalb der jeweiligen Standardabweichung

liegen. Im Gegensatz zur Messung bei fester radialer Fallenfrequenz im vorherigen Ab-
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4.6. Variation des radialen Einschlusses
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Abbildung 4.20.: Sieben-Ionen-Zickzack-Kristall bei verschiedenen axialen Fallenfrequen-
zen w, und gleicher axialer Fallenfrequenz w,. Die Anisotropie ov nimmt von oben nach
unten zu.

schnitt ist hier keine Systematik in den prozentualen Abweichungen zu erkennen. Fiir
die prozentuale Abweichung der Inter-Ionen-Distanz ergibt sich fiir die Messung bei wy-
Variation in drei von vier Messungen ein positives Vorzeichen, im vorherigen Abschnitt
waren diese alle negativ. Es ldsst sich somit keine sichere Aussage iiber eine Systematik
fiir die prozentualen Abweichungen treffen.

Es ist hervorzuheben, dass bei beiden Vorgehensweisen der Anisotropievariation eine
Messung bei identischen Parametern U, = 350V und Uyg = +0.6 V durchgefiithrt wur-
de. Fiir beide Vorgehensweisen ergibt sich ein negatives Vorzeichen in der prozentualen
Abweichung der Inter-Ionen-Distanz, jedoch sind die prozentualen Abweichungen in die-

sem Abschnitt insgesamt kleiner als im Vorherigen. In der Kristallhthe ergibt sich fiir
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4. Ionenpositionen: Theorie im Vergleich mit dem Experiment

Ustt [V] 0.6 0.8 1.0

Ueomp [V] | -0.16 -0.16 -0.28
w,/27 [kHz] | 306.8(3.0) 280.0(3.0)  245.5(3.0)
Anisotropie | 0.131(3) 0.148(3) 0.205(5)

81.99 80.77 76.71
11.48(64)  12.91(65)  14.88(133)

Kristalllinge [pm

Kristallhohe [pm

15.90(14)  16.35(14)  17.58(31)

[

[
Inter-Tonen-Distanz [pm

[

[

]
]
]
Abweichung/Ion [pm] 0.06 0.10 0.27
]
]
]

StdAbw/Ion (2-Richt.) [pm 0.23 0.23 0.47
Abweichung IntlonDist [% -0.06 0.17 -1.94
Abweichung Kristallhohe [% 0.54 1.51 -4.34

Tabelle 4.6.: Daten eines Sieben-Ionen-Zickzack-Kristalls bei verschiedenen radialen Fal-
lenfrequenzen und positiven Offset-Spannungen. Die axiale Fallenfrequenz ergab sich fiir
alle Messungen zu w, /27 = 111.1(4) kHz. Eine gemeinsame Darstellung aller Messreihen
am Sieben-Tonen-Kristall findet sich in Abschnitt 4.7.

besagte Messung in diesem Abschnitt mitunter eine positive prozentuale Abweichung,
im vorherigen Abschnitt war diese stets negativ.

Gemittelt iiber alle drei hier gezeigten Messungen liegt die Abweichung in der Kristall-
hohe bei —0.76% und in der Inter-Ionen-Distanz bei —0.61%. Hervorzuheben ist die mit
49nm geringste Positionsabweichung aller durchgefithrten Messungen. Dies entspricht
etwa 2/100 der Grofe eines Pixels.

4.7. Gemeinsame Darstellung der Ergebnisse

In den beiden vorigen Abschnitten wurden an einem Sieben-Ionen-Zickzack-Kristall sys-
tematisch Positionsmessungen bei verschiedenen Anisotropien durchgefiihrt. Mit Hilfe
des Liangenparameters [ lassen sich alle gemessenen Positionen in die gleichen univer-
sellen und dimensionslosen Koordinaten transformieren und gemeinsam darstellen. Die
in Abschnitt 4.1.1 gezeigten Abbildungen werden in diesem Abschnitt mit den experi-

mentell gewonnenen Daten verglichen. Einen eher anschaulichen Vergleich von Theorie
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4.7. Gemeinsame Darstellung der Ergebnisse

und Experiment stellt der Verlauf der Ionenpositionen in Abh#ngigkeit der Anisotropie
in Abbildung 4.21 dar.
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Abbildung 4.21.: Berechnete und gemessene Ionenpositionen eines Sieben-Ionenkristalls
in Abhéngigkeit der Anisotropie « fiir den, in dieser Arbeit vermessenen, Anisotropie-
bereich 0.1018 < « < 0.2050. Schwarze Punkte stellen die experimentell ermittelten
Positionen dar und farbige Punkte zeigen die berechneten Positionen bei der jeweiligen
Anisotropie an.

Zur Erstellung dieser Grafik wurde der in Abbildung 4.4 gezeigte Verlauf der Ionenposi-
tionen auf den Anisotropiebereich beschréinkt in dem Messungen vorgenommen wurden.
Der Koordinatenursprung liegt auf dem &duflersten linken Ion bei o = 0.1018. Fiir die
héheren Anisotropien wurde wieder jeweils fiir das duflerste linke Ton ein Uberlapp zwi-
schen Experiment und Theorie hergestellt. Durch dieses Vorgehen ergibt sich auch fiir
das duBerste rechte Ion ein perfekter Uberlapp, da die Kristalle hier schon die in Ab-
schnitt 4.3.1 erlduterten geometrischen Transformationen durchlaufen haben. Mittels
dieser Darstellung kann man gut erkennen, dass fiir die mittleren fiinf Ionenpositionen
keine grofien Abweichungen vorliegen. Nur bei der hohen Anisotropie von o = 0.2050
weichen die Ionen geringfiigig von dem roten Bereich ab in dem sie bei diesem Wert
sitzen sollten. Anhand dieser Grafik ist allerdings nicht erkennbar, ob die gemessenen
Tonenpositionen an der richtigen Stelle auf dem Verlauf der Berechnung sitzen, da zu den
schwarzen Punkten nicht angegeben ist, bei welcher Anisotropie sie gemessen wurden.
Transversale Abweichungen vom Verlauf der Positionen wiirden in dieser Darstellung
dagegen stark auffallen. In dieser Grafik wurden nur alle Messungen gezeigt, die in die-
ser lonenkonfiguration aufgenommen wurden. Es liegen noch mehr Daten zu den jeweils
energetisch dquivalenten Konfigurationen vor, die in den folgenden Abbildungen einge-

bracht werden.
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4. Ionenpositionen: Theorie im Vergleich mit dem Experiment

Die Verldufe der Kristallmafle in Abhéngigkeit der Anisotropie wurden bereits in Ab-
schnitt 4.1.1 berechnet. Eine gemeinsame Darstellung von gemessener und berechneter
Kristalllinge wire nicht sinnvoll, da durch die geometrischen Transformationen die je-
weils duflersten lonenpositionen perfekt aufeinander gelegt werden. Abbildung 4.22 zeigt
nun die berechnete und gemessene Kristallhohe in Abhéngigkeit der Anisotropie. Bei
den gezeigten Messwerten handelt es sich um alle in den Abschnitten 4.5 und 4.6 aufge-
fithrten Daten zu den Messungen am Sieben-lonen-Zickzack-Kristall bei verschiedenen

Anisotropien.

Kristallhdhe [univ. Koord.]
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Abbildung 4.22.: Gemessene und berechnete Kristallhche eines Sieben-Ionen-Zickzack-
Kristalls bei verschiedenen Anisotropien «. Die schwarze Kurve wurde anhand von 2000
einzelnen Positionsberechnungen erstellt.

Die Messwerte zeigen hier gute Ubereinstimmung mit der berechneten Kristallhohe. Bis
auf einen Messwert bei av = 0.1732(4) liegt der berechnete Verlauf fiir alle Messwerte im
Fehlerbereich der Kristallhthe, welcher durch die Standardabweichung verursacht wird.
Wie bereits in Abschnitt 4.3.1 erwihnt, wird der Fehler in der Kristallhéhe aus der dop-
pelten Standardabweichung in y-Richtung berechnet. Gerade erwidhnter Messwert ent-
stammt der w,-Variationsserie in Abschnitt 4.5 und trat bei positiver Offset-Spannung

auf. Diese Serie zeigte allerdings ohnehin die grofiten Abweichungen aller Messungen.
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4.7. Gemeinsame Darstellung der Ergebnisse

Bezieht man aber die Unsicherheit in der Anisotropie mit ein, so liegt die berechnete
Ho6he im Fehlerbereich des Messwerts. Tendenziell liegen die gemessenen Hohen, vor al-
lem fiir hohe Anisotropien, aber eher unter den berechneten Werten. Gemittelt iiber alle
der 17 aufgefiihrten Messungen liegt die Abweichung in der Kristallhohe bei —1.55%.

Neben der Kristallhéhe lassen sich auch die gemessenen mittleren Inter-Ionen-Distanzen

vergleichen, wie es Abbildung 4.23 zeigt.
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Abbildung 4.23.: Gemessene und berechnete mittlere Inter-Ionen-Distanzen in einem

Sieben-lonen-Zickzack-Kristall bei verschiedenen Anisotropien a. Die schwarze Kurve
wurde anhand von 2000 einzelnen Positionsberechnungen erstellt.

Auch hier liegen die gemessenen Distanzen wieder nahe bei den berechneten Werten.
Bezieht man die Fehler in o und in der Inter-Ionen-Distanz mit ein, so liegen alle berech-
neten Werte innerhalb des Fehlerbereichs der Messwerte. Wie bereits in Abschnitt 4.3.1
erwihnt, wird der Fehler in der Inter-Ionen-Distanz mit Hilfe des absoluten Grofitfehlers
berechnet, da sich eine Positionsabweichung eines Ions auf mindestens zwel gemessene
Tonenabstédnde auswirkt. Die gesamte prozentuale Abweichung aller 17 Messungen ist
mit —0.60% geringer als die mittlere prozentuale Abweichung der Kristallhdhe von
—1.55%. Insgesamt ldsst sich fiir die Positionen des Sieben-Ionen-Kristalls, besonders

fiir niedrige Anisotropien, sehr gute Ubereinstimmung mit der Theorie feststellen.
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4. Ionenpositionen: Theorie im Vergleich mit dem Experiment

Der héhere Anisotropiebereich, in dem ein zweiter sprunghafter Ubergang stattfindet,
wie er in Abschnitt 4.1.1 dargestellt ist, war aber fiir einen Sieben-lonenkristall experi-

mentell kaum realisierbar.

In Abschnitt 4.4 wurden Positionsmessungen an Zickzack-Ionenkristallen verschiede-
ner lonenzahl durchgefiihrt. Fiir sechs, acht, neun und elf Ionen konnten Messungen
in einem identischen Potential realisiert werden. Abbildung 4.24 zeigt die gemessenen

Hohen dieser Kristalle in Abhéngigkeit der Ionenzahl N.
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Abbildung 4.24.: Kristallhthe der in einem identischen Potential gemessenen Kristalle
unter Veréinderung der Ionenzahl. Schwarze Punkte zeigen die berechnete Kristallhche,
rote Punkte hingegen die gemessene Hohe. Die Messwerte wurden zur besseren Einsicht
neben den Berechnungen platziert, korrespondieren aber jeweils zur ganzzahligen Ionen-
zahl N.

Zu den berechneten Positionen ergeben sich nur geringe Abweichungen, die jeweils mit
den Fehlern vereinbar sind. Diese sind relativ grof3, da es sich wie bereits erwahnt um
eine einzelne Abstandsmessung zweier lonen handelt. Die exakten Messwerte sind den
Tabellen 4.3 und A (Anhang A.1) zu entnehmen.
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4.8. Fehlerdiskussion der Positionsmessungen

Dieser Abschnitt gibt einen Uberblick iiber die Fehler in den Ionenpositionen, die sich
aus den Unsicherheiten im Experiment ergeben. Fiir die axiale Fallenfrequenz w, wur-
de die Unsicherheit auf 0.4 kHz geschétzt, da sich diese relativ exakt messen lieff und
iiber léngere Zeitrdume keinen erkennbaren Schwankungen unterlag. Die niedrigere der
beiden radialen Fallenfrequenzen ist mit einer hoheren Unsicherheit behaftet, welche
auf 3.0 kHz geschétzt wurde. Der Grund dafiir ist eine Drift in der Amplitude der An-
triebsfrequenz der Falle, die bei allen Messungen Uy = 300(15) Vy,;, betrug. Die radiale
Fallenfrequenz wurde daher immer unmittelbar nach der Aufnahme der CCD-Bilder ge-
messen, um diesen Effekt moglichst klein zu halten. In allen hier dargestellten gemein-
samen Abbildungen von gemessenen und berechneten Kristallen finden sich, dargestellt
durch schwarze Kreise, nur die Unsicherheiten, die durch die Streuung der ermittel-
ten Ionenpositionen entstanden. Erst in der gemeinsamen Darstellung im vorherigen
Abschnitt finden sich auch die durch die Unsicherheiten in den Fallenfrequenzen verur-
sachten Fehler in der Anisotropie a.

Zu den Streuungen in den Positionsmessungen ist zu bemerken, dass auf dem CCD-
Bild ein Hintergrundrauschen liegt. Das Signal-Rausch-Verhéltnis betrug in den meis-
ten Messungen etwa sechs zu eins. Bei stark anisotropischen Potentialen und grofien Io-
nenzahlen werden die Ionen weniger effektiv gekiihlt und das Signal-Rausch-Verhéltnis
nimmt ab. Folglich wird auch die Qualitéit der zweidimensionalen Gauf3-Fits schlechter.
Dennoch ist es in dieser Arbeit gelungen, die Ionenpositionen sub-pixelgenau zu bestim-
men, da ein Pixel einer Fliiche von 2.02 pm? entspricht. Dieser Wert wurde anhand einer
Positionsmessung in einem linearen Zwei-Ionen-Kristall ermittelt, es ergibt sich somit
anhand der 24 pm? grofien Pixel der Kamera eine VergréBerung von 11.88. Bei jeder
Einzelmessung wurde die Vergréflerung der Kamera zusétzlich anhand der Inter-Ionen-
Distanz separat ermittelt. Es zeigt sich, dass die Abweichungen von dieser Vergroflerung
hochstens 3% betragen. Die geringen Abweichungen entstehen durch spannungsabhéin-
gige Verriickungen der Kristalle im Potential, sowie notwendige Fokus-Justagen wéh-
rend der Messungen. Die ermittelte Vergroflerung wurde daher nicht benutzt, um von
Pixelkoordinaten auf Mikrometer-Skalierung umzurechnen. Die in Abschnitt 4.3.1 vor-
gestellte Umrechnung iiber die axiale Fallenfrequenz ist pragmatischer und préziser.
Die hohere Genauigkeit ist dadurch begriindet, dass auch fiir eine jeweils separat vor-
genommene Eichmessung die axiale Fallenfrequenz bestimmt werden miisste, die sich

bis zur Aufnahme des eigentlichen Kristalls leicht geéindert haben koénnte. Weiterhin
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wiirde auch eine Eichmessung auf der Mittelung {iber mehrere Einzelbilder der Kame-
ra und einer einmaligen Messung der axialen Fallenfrequenz beruhen, woraus sich ein
Fehler ergibt. Die direkte Umrechnung von universellen Koordinaten iiber die axiale
Fallenfrequenz hingegen kann auch sonst unbemerkten Verinderungen der Fallenfre-
quenz gerecht werden.

Hervorzuheben ist, dass in den meisten Messungen die Standardabweichung der Po-
sitionsmessung pro Ion nur etwa ein Zehntel der Grofle eines Pixels betrug und die
Abweichung von der Theorie etwa 1/20.

Eine weitere Fehlerquelle ist der Winkel, unter dem der Kristall betrachtet wird, der hier
immer zu +£45° angenommen wird. Tauscht man das Vorzeichen der Offset-Spannung, so
wechselt auch das Vorzeichen des Winkels, da der Kristall dann in der z-z-beziehungsweise
der y-z-Ebene liegt. Bereits eine Abweichung von +0.5° im Winkel bewirkt eine Abwei-

chung in der Kristallhohe von

cos(45°)

———— = +0. . 4.
cos(45° £+ 0.5°) 0.86% (43)

Nach dieser Argumentation miisste also zwischen den ermittelten Kristallhthen eine
Differenz von 2 - 0.86% = 1.72% vorliegen. In der Messserie, bei der nur der axiale
Einschluss verdndert wurde, liegt zwischen den Messungen bei positiver und negativer
Offset-Spannung eine Differenz in den prozentualen Abweichungen in dieser Grofien-
ordnung vor, die allerdings zwischen 1.00% und 2.48% variiert. Es ldsst sich mit dieser
Argumentation auch nicht begriinden, weshalb alle Kristalle in dieser Serie eine ne-
gative prozentuale Abweichung in der Kristallhdhe zeigen, denn nach Gleichung 4.8
miissten bei alternierendem Vorzeichen der Offset-Spannung auch die Vorzeichen der
prozentualen Abweichung tauschen. Betrachtet man die Messserie, bei der nur der ra-
diale Einschluss variiert wurde, so stellt man fest, dass dort auch positive prozentuale
Abweichungen in der Kristallhohe auftreten. Auch dort gehorchen die Ergebnisse nicht
streng der gerade dargelegten Winkelargumentation. Daher folgt hier keine weitere sys-
tematische Untersuchung des Winkels, unter dem der Kristall beobachtet wird.

Insgesamt lasst sich keine sichere Aussage treffen, ob eine positive oder negative Offset-
Spannung zu geringeren Positionsabweichungen fithrt. Es kann nur festgehalten werden,
dass die Kristalle bei hohen Offset-Spannungen sehr unruhig wurden und dort hohere
Positionsabweichungen zeigen. Zwischen den Vorzeichen in den prozentualen Abwei-

chungen der Inter-lIonen-Distanz und der Kristallhéhe besteht zwar eine Korrelation
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aber keine Kausalitét, es ldsst sich also auch hier keine eindeutige Systematik feststel-
len.

Auch die Kompensationsspannung Uyomp kann eine Ursache fiir Positionsabweichun-
gen sein, diese ist notig, um den Kristall im Potential zu stabilisieren. Allerdings ver-
schiebt sie ihn dabei aus der Mitte des Pseudopotentials, der Kristall sieht also ein
weniger harmonisches Potential. Ein Hinweis darauf, dass sich eine gréflere Kompen-
sationsspannung negativ auf die Positionsabweichungen auswirkt geben die Messungen
bei Uxomp = —0.28 V, denn dort finden sich die grofiten Abweichungen von den berech-
neten Positionen.

Zusammenfassend lédsst sich festhalten, dass die lonenpositionen sub-pixelgenau be-
stimmt werden konnten und nur sehr geringe Abweichungen von den berechneten Po-
sitionen zeigen. Die minimale durchschnittliche Positionsabweichung von der Theorie
betréigt 49nm, was etwa 2/100 der GroBe eines Pixels entspricht. Ein eindeutiger syste-
matischer Fehler konnte nicht identifiziert werden und die berechneten Werte liegen im

Fehlerbereich der Messwerte.
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Konfigurationsanderungen: Theorie im
Vergleich mit dem Experiment

Dieses Kapitel ist der theoretischen und experimentellen Analyse der vier bereits in Ka-
pitel 4 eingefiihrten Anisotropieparameter cuqit,, Qirity, Csym, Und Qgym, gewidmet. In
Abschnitt 5.1 wird die numerische Berechnung dieser Parameter vorgestellt. Abschnitt
5.2 stellt Messungen zur Verifizierung der Parameter in verschiedenen Anisotropiebe-

reichen an einem Drei-und Vier-Ionenkristall vor.

5.1. Berechnung der kritischen Parameter

Bereits in Abschnitt 4.1.2 wurden vier Anisotropieparameter eingefiihrt, bei denen sich
Konfigurationséinderungen in Ionenkristallen ergeben. Zum einen die kritischen Para-
meter Qyit, und Qigit,. Ersterer bestimmt den Ubergang in die Zickzack-Konfiguration
und Letzterer definiert einen Ubergang aus der Zickzack-Konfiguration in eine Konfi-
guration, welche sich durch eine hohere Ebenenanzahl auszeichnet. Dieser Ubergang ist
fiir die meisten der hier untersuchten Ionenzahlen sprunghaft. Auch oberhalb von ajit,
finden sprunghafte Uberginge in andere Konfigurationen statt, eine genauere Untersu-
chung dieses Anisotropiebereichs ist aber nicht Teil dieser Arbeit.

Desweiteren sind die Symmetrieparameter asym, und agym, fiir Ionenkristalle gerader
Tonenzahl von experimenteller Bedeutung, wie in Abschnitt 4.1.2 erldutert. Abbildung
5.1 zeigt, welche Struktur ein Kristall gerader Ionenzahl in den jeweiligen Parameter-
bereichen einnimmt.

Der Ubergang in die Zickzack-Konfiguration bei Quait, ist in der y-Auslenkung des &u-
Beren Ions weniger deutlich erkennbar als in den Kristallmafien (siche Abbildung 4.3),

da die mittleren Ionen wesentlich stérker ausgelenkt werden. Kaum erkennbar sind in
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Abbildung 5.1.: Konfigurationsiibergénge eines Sechs-Ionenkristalls. Hier ist ausschlie3-
lich die berechnete y-Auslenkung des duflersten linken Ions gegen die Anisotropie «
aufgetragen. Etwa 1000 Positionsberechnungen dienten zur Erstellung der Grafik.

den Kristallmaflen hingegen die beiden Symmetrieparameter, welche bei ausschlielli-
cher Betrachtung des dufleren Ions leicht identifizierbar werden. Anhand dieser Dar-
stellung konnten fiir Ionenkristalle gerader Ionenzahl die in Tabelle 5.1 aufgefiihrten
Symmetrieparameter ermittelt werden. Die Parameter wurden hier auf drei Dezimal-
stellen genau ermittelt, hohere Prézision ldsst sich durch kleinere Schrittweiten der

Anisotropie-Iteration erzielen.

Tonenzahl N 4 6 8 10 12
Qgym, | 0.352  0.315 0.270  0.234  0.205
COlsym, - 0.627 0.422 0.278 0.207

Tabelle 5.1.: Berechnete Symmetrieparameter von Kristallen gerader Ionenzahl.

Fiir vier Tonen existiert kein zweiter Konfigurationsiibergang agsym,, bei dem sich eine
weniger symmetrische Struktur einstellt. Der Abstand der beiden Parameter sinkt mit
steigendem N und fiir N > 12 konnte keine sehr symmetrische Konfiguration gefunden
werden. Fiir agym, ergibt sich ein eher linearer Zusammenhang, asym, nimmt hingegen
eher mit einer Potenz von N ab. Abbildung 5.2 zeigt einen Fit an beide Parameter.

Die Fits fiir agym, = aN+bund agym, = pN? zeigen, dass das Verhalten der berechneten

Parameter relativ gut durch den unterstellten funktionalen Zusammenhang beschrieben
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Abbildung 5.2.: Fit an die berechneten Symmetrieparameter gerader Ionenzahl. Fiir N =
12 ist der Abstand zwischen beiden Parametern sehr gering, siche Tabelle 5.1.

werden kann, allerdings ist die Anzahl der in diesen Fit einflieBenden Werte sehr ge-
ring. Als Fitparameter ergeben sich fiir agym,: @ = —0.0188(7) und b = 0.425(7). Fiir
Qsym, ergibt sich: p = 10.4(16) und ¢ = —1.56(8). Die Parameter des zweiten Fits sind
starker fehlerbehaftet als die des Ersten. Dies bestétigt den Eindruck, der sich bereits

aus dem groBeren Abstand der berechneten Werte zur Fitfunktion aus der Grafik ergibt.

Die Berechnung des kritischen Parameters cjqit, kann mit Hilfe von Gleichung 2.28 vor-
genommen werden. Dazu muss der hochste Eigenwert der Matrix A (Gleichung 2.23)
bestimmt werden, dies ist fiir hohere Ionenzahlen nur durch numerische Diagonalisie-
rung moglich. Die auf diese Weise berechneten kritischen Parameter fiir N = 3 — 25
finden sich in Anhang A.2. Es zeigt sich, dass Kristalle hoherer Ionenzahlen bereits
bei geringen Anisotropien in die Zickzack-Konfiguration iibergehen. Ein Fit der Form
Okrit, = cN # an die errechneten Werte liefert folgende Parameter: ¢ = 3.05(4) und
B = —1.820(9). Fiir hohere Ionenzahlen wurden diese Rechnungen mittels Molekiildy-
namik durchgefiihrt [Schiffer (1993)], experimentelle Ergebnisse finden sich in [Enzer
u.a. (2000)]. Die Tabelle 5.2 zeigt einen Vergleich mit den in diesen Arbeiten gefunde-
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nen Parametern.

Quelle c B
Diese Arbeit N = 3 — 25 (theo.) 3.05(4) | -1.820(9)
Schiffer N = 10, 25, 70, 180, 500 (theo.) 2.53 -1.73
Enzer N =3 — 10 (exp.) 3.237006 | -1.83(4)
Enzer N = 3 — 10 (theo.) 2.94(7) | -1.80(1)
Enzer N = 3 — 100 (theo.) 2.88(3) | -1.773(3)

Tabelle 5.2.: In verschiedenen Publikationen ermittelter kritischer Anisotropieparameter
Qurit, - Fiir die Parameter aus [Schiffer (1993)] liegt keine Angabe der Fehler vor.

Die geringen Abweichungen in den Konstanten ¢ und 3 entstehen dadurch, dass in den
angefithrten Publikationen kleine Ionenzahlen fiir den Fit weniger stark gewichtet wur-

den als Grofle. Der hier angewandte Fit wichtet jedoch alle Ionenzahlen gleichermaflen.

Die Berechnung des kritischen Parameters ay,;, erfolgte an Hand von Spriingen in
den Kristallmaflen, wie sie in Abbildung 4.3 zu sehen sind. Erst fiir N > 6 koénnen
solche Spriinge beobachtet werden. Die ermittelten Werte fiir N = 6 — 25 finden sich
in Anhang A.2. Bei elf und 14 Ionen war der Ubergang nicht sprunghafter Natur, wie
sonst bei allen anderen hier untersuchten Ionenzahlen, daher werden diese Parameter
mit einem Fehlerbereich versehen. Der kritische Parameter zeigt ein &hnliches Verhalten
wie ouqit, » die Kristalle gehen fiir hohe Ionenzahlen bereits bei niedrigen Anisotropien in
Strukturen iiber, die aus mehr als zwei Ebenen bestehen. Ein Fit der Form oyqyit, = gV h
liefert folgende Parameter: g = 12.49(97) und h = —1.633(36). Aus den relativ gerin-
gen Fehlern und dem Verlauf der Kurve in Abbildung 5.3 ldsst sich schlieflen, dass der
unterstellte funktionale Zusammenhang das Verhalten der errechneten Werte relativ
gut beschreibt. Ahnliche Rechnungen fiir verschieden geladene Teilchen finden sich in
[Ferreira u.a. (2008),W. P. Ferreira u. Peeters (2010)] und fiir eine dreidimensionale
Betrachtung in [Dubin (1993)].

Es ist gut erkennbar, dass der Abstand zwischen cgym, und augit, fiir grofiere Ionenzah-
len abfillt. Dieser Verlauf und die mit steigendem N abnehmende Differenz zwischen
Qgym, und agym, sind die Ursachen dafiir, dass im Bereich N > 12 kein Symmetrie-
parameter gy, mehr auftritt. Auch der Abstand zwischen g, und aygit, wird mit

zunehmenden N immer geringer.
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N

Abbildung 5.3.: Siamtliche berechneten Anisotropieparameter. Fiir N = 8,10,12 ist der
Abstand zwischen Ogym, und ayig, sehr gering, es gilt fiir 6 < N < 12 aber jeweils Olsym,
< Olkrity -

Evaluiert man den Fit fiir ayy, = 12.49N 1033 fiir N = 4, so ergibt sich ein Wert
von 0.902. Eine eingehende Untersuchung konnte jedoch in diesem Anisotropiebereich
keinen Ubergang der Art feststellen, wie er fiir hohere Ionenzahlen stattfindet. Die Eva-
luation der Fits fiir ajgir, und agym, bei N = 4 beziehungsweise N = 3 liefert Werte
iiber 1. Anisotropien von a > 1 bedeuten jedoch lediglich, dass statt w, in diesem Be-
reich w, die niedrigste Fallenfrequenz ist, die Kristalle drehen sich also in der Ebene um

90° und es treten die gleichen Ubergiinge auf wie im niedrigen Anisotropiebereich.

5.2. Gemessene Konfigurationsanderungen

Um die oben berechneten Parameter experimentell zu bestétigen, wurden Messungen
an einem Drei-und Vier-lonenkristall sowohl in der Stabfalle, als auch in der Implan-
tationsfalle vorgenommen. Die segmentierte Implantationsfalle wurde verwendet, weil

Ionenkristalle in dieser Falle auch bei hohen Anisotropien von « > 1 stabil waren. Die
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Messungen fiir @ < 1 konnten hingegen an der Stabfalle durchgefiihrt werden und fan-
den bei Fallenspannungen von U,y = 400V und Uyomp = —0.183, sowie einer Amplitude
der Antriebsfrequenz von Ugy = 300(15) V,, statt. Zur Verdnderung der Anisotropie,
variierte ausschliefllich die Offset-Spannung U,g. Die Konfigurationsiibergéinge wurden
anhand der Ionenpositionen auf dem CCD-Bild beobachtet, daher ist der Fehler in den
jeweiligen Anisotropieparametern mit Aa = 0.05 relativ hoch geschéitzt. Zur Messung
der Fallenfrequenzen diente wieder die Schwingungsanregung der Ionen iiber ein elek-
trisches Wechselfeld.

Um auch Konfigurationsiibergéinge im hohen Anisotropiebereich zu untersuchen, wur-
den die Konfigurationsédnderungen in der Implantationsfalle auf gleiche Weise beobach-
tet. Zur Erstellung eines geeigneten Potentials lag an allen Segmenten, aufler an Segment
sechs, eine positive Gleichspannung von 2.0V an. Die Spannung Ug an Segment sechs
hingegen variierte im negativen Gleichspannungsbereich um verschiedene Anisotropien
zu erreichen. Wie auch in der Stabfalle lag die Amplitude der Antriebsfrequenz bei
300(15) Vpp. Eine zusitzliche geringe Gleichspannung Uyxomp = 0.026 V diente dazu die
Ionen in das Minimum des radialen Fallenpotentials zu bewegen. Diese Spannung liegt
20 +Ukomp /2 und —Uyomp/2 jeweils auf allen Segmenten eines DC-Fliigelpaares an. Auf
den Endkappen der Falle wurde eine Wechselspannung im Millivolt-bis Volt-Bereich
angelegt, um die Schwerpunktsmoden der Ionen anzuregen und so die Fallenfrequenzen
Zu messen.

Die an beiden Fallen gemessenen Frequenzen und beobachteten Konfigurationsiiber-
ginge sind in Anhang A.1(D) aufgefithrt. Abbildung 5.4 stellt sdmtliche gemessenen
Konfigurationsiibergénge dar.

Bei einer Anisotropie von o > 1 ist w, die niedrigste Fallenfrequenz, daher finden die
kritischen Ubergéinge in diesem Bereich bei den Inversen der fiir den kleinen Anisotro-
piebereich berechneten Werte statt. Es lag bei keiner Messung eine Abweichung in eine
falsche Stufe beziehungsweise Konfiguration vor, allerdings ist der Fehler in der Ani-
sotropie relativ hoch, da die Uberginge in den Kristallkonfigurationen lediglich visuell
ermittelt wurden. Bei sehr hohen Anisotropien war es in der Implantationsfalle schwie-
rig, eine bestimmte Anisotropie einzustellen, da das Potential empfindlich auf kleine
Spannungsénderungen reagiert. Daher liegen die Werte etwas weiter entfernt von den
jeweiligen Ubergéingen als im geringeren Anisotropiebereich. Wie bereits in Abschnitt
5.1 erldutert, existiert fiir den Drei-Ionenkristall nur o, und fiir den Vier-Ionenkristall
ausschliefflich cyit, und agym, . Der in Abbildung 4.17 dargestellte gemessene 17-Ionen-

Zickzack-Kristall liegt bei einer Anisotropie jenseits von ayyit, und zeigt die berechnete
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Abbildung 5.4.: Gemessene und berechnete Konfigurationsiibergénge eines Drei-und Vier-
Ionenkristalls. Die Leserichtung der Grafik ist von niedriger zu hoher Anisotropie o zu
verstehen. Jede neue Konfiguration ist am Beginn einer neuen Stufe dargestellt. Die
experimentell beobachteten Konfigurationen befinden sich jeweils auf der zugehorigen
Stufe. Fiir den Drei-Tonenkristall finden sich lediglich Ubergiinge bei Qrit, und 1/ ot -

Struktur. Daher kann in gewissem Rahmen von einer experimentellen Verifizierung auch
dieses Parameters ausgegangen werden. Es ist also gelungen verschiedene Kristallkonfi-
gurationen und Ubergiinge sowohl im niedrigen, als auch im hohen Anisotropiebereich

experimentell zu verifizieren.
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lonenschwingungsmoden: Theorie im
Vergleich mit dem Experiment

Inhalt dieses Kapitels ist die experimentelle und theoretische Untersuchung der Schwin-
gungsmoden von Zickzack-Ionenkristallen. Abschnitt 6.1 stellt die Berechnung der mit-
unter komplexen Zickzack-Schwingungsmoden vor. Die Abschnitte 6.2 und 6.3 zeigen die
berechneten Modenfrequenzen der Zickzack-Kristalle in Abhéngigkeit der Ionenzahl und
der Anisotropie. Uber die Konfigurationsinderungen offenbart sich hierbei eine Verbin-
dung zu Kapitel 5. Im Rahmen dieser Arbeit ist es erstmals gelungen, Zickzack-Moden
eines Drei-lonen-Kristalls durch spektroskopische Messungen zu ermitteln. Abschnitt

6.4 zeigt die aufgenommenen Spektren und ermittelten Frequenzen der Moden.

6.1. Berechnung der Moden

Die Berechnung der Eigenmoden mehrdimensionaler Ionenkristalle erfolgt mittels der
Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der Hessematrix D (siehe Gleichung
2.21). Datfiir sind zunéchst die Gleichgewichtspositionen der Ionen notig, deren Berech-
nung in Kapitel 4 erlautert wurde. Die berechneten axialen Schwingungsmoden linearer
Ionenkristalle finden sich fiir bis zu zehn Ionen in [James (1998)]. Axiale und radiale
Eigenmoden fiir lineare Kristalle sind in Abbildung 6.1 dargestellt.

Die axiale Mode bei v/3w, ist die bereits erwihnte Atmungsmode und die Mode bei
\/sz wird auch dgyptische Mode genannt. Als Schermode wird die Mode bei
/w2 —w? bezeichnet. Da sich fiir Zickzack-Kristalle die Hessematrix D nicht mehr
auf eine einfache Blockdiagonalform reduziert, wie in Abschnitt 2.2.2 dargestellt, miis-

sen die Eigenwerte und Eigenvektoren numerisch bestimmt werden. Dies wurde mit der
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Tonen- Schwingungsmoden
anzahl axial radial
Wy Wy
1
. .
W, V3w, Wr w2 — w?

W, V3w, %wz w2 — w?

7 lererer | <o o 0| <0 o—»«lfltoi $$$

Abbildung 6.1.: Schwingungsmoden linearer Ionenkristalle. Die radialen Fallenfrequenzen
werden hier mit w, bezeichnet.

Mathematica Routine Figensystem ermoglicht und erforderte im Vergleich zur Berech-
nung der Gleichgewichtspositionen kaum Rechenaufwand. Der Quelltext zur Ermittlung
der Eigenmoden und Eigenvektoren ist in Anhang A.3(B) abgebildet und nimmt auch
eine dreidimensionale Berechnung fiir Schwingungen vor, die in z-Richtung stattfinden,
wenn w, die hohere der beiden radialen Fallenfrequenzen ist.

Fiir einen Drei-lonen-Zickzack-Kristall ergeben sich bei einer Anisotropie von o = 0.55
die in Tabelle 6.1 angegebenen Eigenvektoren und Eigenwerte.

Gut sind die jeweiligen Schwerpunktsmoden bei w;,w, und w, erkennbar. Da es sich um
einen planaren Zickzack-Kristall handelt und die obere radiale Fallenfrequenz w, wesent-
lich hoher ist als die beiden anderen Fallenfrequenzen ergeben sich zwei Frequenzbénder.
Im unteren Band, welches sich von 0.54w, bis 1.99w, erstreckt und aus 2 - N Moden
besteht, schwingen die Ionen in der Zickzack-Ebene (y-z). Im oberen Band, welches N
Moden enthélt und von 3.77w, bis 4.00w, beziehungsweise w, verlduft, schwingen sie
ausschliefflich in z-Richtung. In Abbildung 6.2 werden die planaren Zickzack-Moden
skizziert, die in der Tabelle angegeben sind. Zur Erstellung der Skizzen wurden die nor-
mierten Eigenvektoren aus Tabelle 6.1 ohne zusétzliche Skalierung verwendet.

Bereits aus den Werten in der Tabelle sind gewisse Ahnlichkeiten unter den Moden er-
kennbar, allerdings werden diese auch durch Rundungsfehler verursacht, perfekte Sym-

metrien liegen hier nicht vor. Aus der Grafik ist nun erkennbar, dass die Moden in

76



6.1. Berechnung der Moden

zy [ -058  0.71 0.41 0 0 0 0 0 0
zy | -0.58 0 -0.82 0 0 0 0 0 0
z3 [-058 -0.71 041 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 031 -047 058 ] 0 026  -0.53
Y2 0 0 0 0.61 0 058 0  -0.53 0
Y3 0 0 0 031 047 058 ] 0 026  0.53
21 0 0 0 -047  -031 0 [-0.58 -0.53  0.27
2 0 0 0 0 061 0 |-058 0 -0.54
z3 0 0 0 047  -031 0 |-058 053  0.27
WMode | We 387 w, 377w, | 199w, 186w, w, | w, 0.88w., 054w, |

Tabelle 6.1.: Berechnete Eigenmoden eines Drei-lonen-Zickzack-Kristalls. Die Eintréige x,,
geben jeweils den Anteil des Eigenvektor des n-ten Ions in z-Richtung an. Multipliziert
mit w, stellen die Eigenwerte der Matrix die Frequenzen der Moden wpioqe dar. Die
radialen Fallenfrequenzen wurden gew#hlt zu w, = 4w, und w, = w, /+/0.55 = 1.35w,.

(a) 0.54 w,
1.
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Abbildung 6.2.: Berechnete planare Zickzack-Moden eines Drei-lonenkristalls. Die Pfeile
stellen jeweils die Eigenvektoren der zugehorigen Eigenmode dar und zeigen die Richtung
an, in der die Tonen bei dieser Mode oszillieren.
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6. Ionenschwingungsmoden: Theorie im Vergleich mit dem Experiment

Abbildung 6.2a und 6.2c sowie in 6.2b und 6.2d Gemeinsamkeiten aufweisen. Bei Letz-
teren schwingen die dufleren Ionen in z-Richtung jeweils gegeneinander, und das mittlere
Ton schwingt nur in y-Richtung. Die Mode in Abbildung 6.2d hat gewisse Ahnlichkeiten
mit der Atmungsmode, da auch hier alle Ionen zusammen in die Kristallmitte schwingen
und anschliefend wieder nach aufen.

Abbildung 6.3 zeigt wie komplex die verschiedenen Moden in groflen Ionenkristallen

werden konnen.

e dls

- %\[7&

-4 -2 0 2 4
Z [univ. Koord.]

y [univ. Koord.]

Abbildung 6.3.: Schwingungsmode eines 17-Ionen-Zickzack-Kristalls. Die eingezeichneten
Vektoren sind nicht normiert, sondern wurden zwecks besserer Darstellung skaliert.

Die Frequenz der gezeigten Mode liegt bei 3.46 w, und die Gleichgewichtspositionen sind
die, des in dieser Arbeit vermessenen 17-Ionenkristalls (siehe Abbildung 4.17). Deutlich

ist bei dieser Mode eine Spiegelsymmetrie beziiglich der y-Achse erkennbar.

6.2. Modenspektren in Abhangigkeit der lonenzahl

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich die Spektren der Schwingungsmoden bei
Verdnderung der ITonenzahl unter konstanter Anisotropie verhalten. Dazu werden die
Eigenmoden von Zickzack-Tonenkristallen, bestehend aus vier bis acht Ionen, betrach-
tet. Die Ionenzahlen wurden so gewahlt, weil sich fiir diese Kristalle eine gemeinsame
Anisotropie o = 0.26 finden lasst, fiir die gilt: qit, < @ < Qqit,. Abbildung 6.4 zeigt,
die berechneten Modenspektren.

Gut ist zu erkennen, dass die Liicke zwischen dem unteren und dem oberen Frequenz-
band mit steigender Ionenzahl abnimmt, da jeweils die hochste Mode im unteren Band
in ihrer Frequenz steigt und die niedrigste Mode im oberen Band in ihrer Frequenz
abfillt. Die obersten drei Moden im oberen Frequenzband veréndern sich nur marginal

bei steigender Ionenzahl.
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Abbildung 6.4.: Berechnete Modenspektren verschieden grofier Zickzack-Ionenkristalle.

Rote Balken stehen fiir die Fallenfrequenzen. Die Moden sind jeweils nach aufsteigender

Frequenz nummeriert. Fiir die Fallenfrequenzen gilt: w, = 4w,, wy = 1.96w, und w, = 1.
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Bei allen Kristallen liegt mindestens eine Mode unter der axialen Fallenfrequenz, im
Fall von acht Ionen sind es zwei. Bemerkenswert ist, dass in allen Spektren im unteren
Frequenzband jeweils N — 1 Zickzack-Moden {iber der unteren radialen Fallenfrequenz

liegen. Fiir hohe Anisotropien verschwindet diese Anordnung allerdings.

6.3. Modenspektren in Abhangigkeit der Anisotropie

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich Schwingungsmoden von Ionenkristallen
unter Anisotropievariationen verhalten. Dazu werden unter anderem die Eigenmoden
des Drei-lIonenkristalls analysiert, die fiir fest bestimmte Fallenfrequenzen bereits in
Abschnitt 6.1 berechnet wurden. Abbildung 6.5 zeigt das Modenspektrum eines Drei-
Ionenkristalls in Abhéngigkeit der Anisotropie «. Hierbei wurde die obere radiale und
die axiale Fallenfrequenz konstant gehalten.

Im linearen Anisotropiebereich fiir o < 0.417 verhalten sich die Moden proportional zu
den jeweiligen Fallenfrequenzen. Da hier nur die untere radiale Fallenfrequenz variiert
wird, nehmen bei deren Abnahme auch die zugehorigen Frequenzen der Radialmoden
ab. Die axiale und die obere radiale Fallenfrequenz sind konstant und somit &ndern sich
im linearen Bereich auch die zugehorigen Moden nicht.

Nach dem Zickzack-Ubergang findet sich in jedem der berechneten Modenverliufe im
unteren Frequenzband ein Knick, der auf die abrupte Positionséinderung der Ionen zu-
riickzufithren ist. Im oberen Frequenzband zeigt sich fiir die Schermode keine Verén-
derung bei zunehmender Anisotropie. Die niedrigste Mode im oberen Frequenzband
hingegen zeigt eine Verdnderung beim Eintreten der Zickzack-Struktur, ihre Frequenz
nimmt zu und sie nihert sich asymptotisch der Schermode an.

Auffillig ist, dass die bereits oben erwihnte Zickzack-Mode, welche eine Ahnlichkeit
mit der Atmungsmode aufweist, auch aus dieser hervorgeht. Bei a = 0.55 sind hier wie-
der die Skizzen der Moden aus Abbildung 6.2 eingetragen. Trotz Uberschneidungen der
Modenverléufe bleiben die Figenvektoren entlang eines Verlaufs weitgehend identisch.
Aus der Schermode geht eine #hnliche Mode hervor, in der die beiden dufleren Ionen
in y-Richtung gegenphasig schwingen. Die unbenannte tiefere Radialmode verschwindet
bei o = Quqit, - Anschlieend geht aus ihr eine Mode hervor, in der die Vektorkompo-
nenten in y-Richtung das gleiche verhalten zeigen. Die dgyptische Mode geht in eine
Schwingungsform tiiber, in der das Verhalten in axialer Richtung mit dem der linearen

Mode iibereinstimmt.
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Abbildung 6.5.: Berechnetes Modenspektrum eines Drei-lonenkristalls in Abhéngigkeit
der Anisotropie «. Rote Linien sind die vorgegebenen Schwerpunktsmoden, schwarze
Linien die berechneten Moden. An verschiedenen Stellen sind die Eigenvektoren der
planaren Moden skizziert. Die gestrichelte Linie markiert den Ubergang in die Zickzack-
Konfiguration. Zur Berechnung des Spektrums wurden etwa 1000 einzelne Berechnungen
durchgefiihrt. Fiir die Fallenfrequenzen gilt &hnlich wie oben: w, = 4w,, w, = w,/Va
und w, = 1,.

Die hier ermittelten Modenverldufe decken sich mit Berechnungen in [Fishman u. a.
(2008), Baltrusch u.a. (2011)]. Nimmt man zur Ermittlung der Modenverldufe eine
konstante untere radiale Fallenfrequenz an und variiert die axiale Fallenfrequenz, so
ergeben sich qualitativ identische Modenverlaufe im Zickzack-Bereich. Variiert man zu-
sétzlich noch die obere radiale Fallenfrequenz so stellt man fest, dass diese erst einen
Einfluss auf die Moden im unteren Frequenzband hat, sobald sich der Kristall auch in
z-Richtung ausdehnt.

In Kapitel 5 wurden die Konfigurationsinderungsparameter oigit,, Qsym,; Qsym, und
Quait, ermittelt. Bereits im Modenspektrum fiir drei Ionen kann man den niedrigsten
dieser Parameter oyyit, deutlich anhand der Modenverléufe identifizieren. Um zu unter-
suchen, ob auch die anderen Parameter im Spektrum sichtbar sind, empfiehlt es sich

wegen der geringeren Modenanzahl das Spektrum eines méglichst kleinen Kristalls zu
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berechnen. Der kleinste Kristall, fiir den alle vier Parameter relevant sind, ist der Sechs-
Ionen-Kristall. Abbildung 6.6 zeigt das berechnete Spektrum dieses Kristalls bei fester

axialer und oberer radialer Fallenfrequenz.
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Abbildung 6.6.: Berechnetes Modenspektrum eines Sechs-Ionenkristalls in Abhéngigkeit
der Anisotropie «. Rote Linien sind die vorgegebenen Schwerpunktsmoden, schwarze
Linien die berechneten Moden. In jedem Anisotropiebereich ist die oberste Mode aus
dem unteren Frequenzband fiir eine willkiirlich gew&hlte Anisotropie skizziert. Die ge-

strichelten Linien markieren Konfigurationsiibergéinge. Fiir die Fallenfrequenzen gilt:
Wy =6w,, wy =w,/vaund w, =1,.

Deutlich ist auch in diesem Spektrum der Ubergang vom linearen Kristall in den
Zickzack-Kristall anhand der blauen gestrichelten Linie bei gy, = 0.116 zu erken-
nen. Die griine gestrichelte Linie bei agym, = 0.315 markiert den Ubergang in eine sehr
symmetrische Struktur. Anhand der niedrigsten aller Moden ist dieser Ubergang im
Spektrum erkennbar und auch andere Modenverldufe im unteren Frequenzband erfah-
ren hier einen Knick. Die skizzierte Mode in diesem Bereich weist hohe Symmetrie auf.
Der Ubergang aus der besonders symmetrischen Struktur in eine punktsymmetrische
Struktur bei agym, = 0.627 ist durch eine weitere griine gestrichelte Linie gekennzeich-
net. Wiederum ist der Ubergang an der niedrigste Mode besonders gut identifizierbar.

Bei ayyit, = 0.703 findet ein sprunghafter Konfigurationsiibergang statt, welcher deut-
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lich anhand von einigen unstetigen Modenverldufen, unter anderem auch im oberen
Frequenzband, erkennbar ist.

Dieses Spektrum ist wesentlich komplexer als das eines Drei-lonenkristalls, beispielswei-
se wechseln die Eigenvektoren der einzelnen Moden wéhrend Erhohungen der Anisotro-
pie hiufig die Richtung. Fiir hohere Ionenzahlen finden sich weitere Modenspektren in
[Schweigert u. Peeters (1995), Ferreira u.a. (2003)] und fiir nicht-planare Kristalle in
[Apolinario u. a. (2008)].

6.4. Analyse der gemessenen Spektren eines

Drei-lonen-Zickzack-Kristalls

Die Schwerpunktsmoden von Zickzack-Ionenkristallen lassen sich mit Hilfe der in Ab-
schnitt 3.7 beschriebenen Anregung iiber ein elektrisches Wechselfeld ermitteln. In
den Zickzack-Moden bewegen sich die Ionen hingegen in sehr unterschiedliche Rich-
tungen, daher lielen sich diese Moden nicht auf diese Weise anregen. Eine weitere
Moglichkeit, die Schwingungsmoden von lonenkristallen zu ermitteln, ist die in Ab-
schnitt 3.5 beschriebene Spektroskopie mit einem Laser bei 729 nm. Die im Folgenden
prasentierten Messungen entstammen spektroskopischen Messungen an der Mikrofal-
le (Abschnitt 3.2). Mittels negativer Gleichspannungen an drei Segmenten im mittle-
ren Bereich der Ladezone wurde ein Potential erzeugt, in welchem sich mehrere To-
nen fangen lieBen. Fiir drei Ionen ergab sich unter den eingestellten Spannungen eine
Zickzack-Konfiguration. An den Segmenten wurden die folgenden Spannungen einge-
stellt: Segment vier: —6.592V, Segment fiinf: —10.000 V und Segment sechs: —7.414 'V,
alle anderen Segmente lagen auf Massepotential. Wahrend sdmtlicher Messungen wurde
ausschlieflich die Spannung des mittleren fiinften Segments, welche im Weiteren als Uy,
bezeichnet wird, variiert. Weiterhin betrug die Amplitude der Antriebsfrequenz stets
Urr = 420(10) Vyp.

Da die Komplexitit der Spektren mit der Ionenzahl zunimmt, ist es sinnvoll zunéchst
die Fallenfrequenzen mittels Spektroskopie eines einzelnen gefangenen Ions zu bestim-
men. Im Weiteren wird mit w, die tiefere radiale Fallenfrequenz bezeichnet. Es ergeben
sich die in Tabelle 6.2 aufgefiithrten Frequenzen.

Das Spektrum, aus dem die Fallenfrequenzen ermittelt wurden, findet sich in Anhang
A.1(E). Die Schrittweite, mit der die Verstimmung der Laserfrequenz durchgefiihrt

wurde und welche die Genauigkeit der Messungen limitiert, betrug in allen Messun-
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Wy /27

Wy /2m

w, /2w

2.934(7) MHz

1.678(7) MHz

1.258(7) MHz

Tabelle 6.2.: Fallenfrequenzen eines einzelnen Ions bei Uy = —10V.

gen 4kHz. Zusétzlich tragt zum Fehler die Aufnahmedauer eines Spektrums von etwa
40 min bei, wihrend der Aufnahmen lief sich beispielsweise eine leichte Drift in der Am-
plitude der Antriebsfrequenz der Falle beobachten. Die Fehler in den Frequenzen werden
daher auf 10 kHz geschétzt, wobei sich der Fehler jeweils durch Mittelwertbildung der
Frequenzen des roten und blauen Seitenbandes auf 10/v/2kHz = 7kHz reduziert. Bei
jeder Frequenz-Iteration wurden 100 Einzelmessungen zur Ermittlung der Besetzung
des Ds/p-Zustands durchgefiihrt.

= —9V diente zur Ve-

rifizierung der Zuordnung einzelner Peaks zu den jeweiligen Schwingungsmoden. Da

Eine Vergleichsmessung in einem verédnderten Potential bei U,

sich der axiale Einschluss bei einer geringeren Spannung auf dem mittleren Segment
vermindert, erwartet man ein Absinken der axialen Fallenfrequenz. Fiir die radialen
Frequenzen geht man hingegen nach der Paulfallentheorie von einem Anstieg aus. Aus
dem in Anhang A.1(E) einsehbaren Spektrum ergeben sich die in Tabelle 6.3 aufgefiihr-

ten Frequenzen.

wy /2w
2.984(7) MHz

w,/2m
1.126(7) MHz

Wy /21

1.860(7) MHz

Tabelle 6.3.: Fallenfrequenzen eines einzelnen Ions bei Uy = —9V.

Da die axiale Fallenfrequenz abnimmt und die beiden radialen Fallenfrequenzen anstei-
gen, kann von einer sicheren Zuordnung der Peaks zu den jeweiligen Schwingungsmoden
ausgegangen werden.

Um das Signal-Rausch-Verhéltnis in den komplexen Drei-lonen-Spektren zu verbessern,

wurden drei Parameter zwischen den einzelnen Aufnahmen der Spektren veréndert.

e Laserleistung des Spektroskopielasers P,
Diese wird hier einheitenlos angegeben und ist nur relativ zu verstehen. Sie wurde
in einem Bereich von 0.20 bis 0.35 variiert und bewegt sich im unteren Milliwatt-

Bereich. Fiir die Drei-lonen-Spektren wurde eine héhere Leistung gewéahlt um die
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Zickzack-Moden anregen zu koénnen. Zu hohe Leistungen fithren zu einem sehr

hohen Rauschen im Spektrum.

e Dauer des Spektroskopiepulses Tipec
Wihrend dieses Zeitintervalls ist der Spektroskopielaser in einer Pulssequenz an-
geschaltet. Sie bewegte sich im Bereich von 100—800 ps, wobei zu hohe Pulsdauern
zu mehr Rauschen im Spektrum fiithrten. Bei zu kurzen Pulsdauern hingegen fand

kaum eine Anregung in den Djy/-Zustand statt.

e Dauer des Dopplerkiihlens T
Mittels ldngerem Dopplerkiihlen konnten die Ionen zwischen den einzelnen Anre-
gungssequenzen durch den Spektroskopielaser zuverlissig in den 425, /2-Zustand
gekiihlt werden. Eine grofiere Kiihlzeit hat sich wahrend der Messungen nicht als
nachteilig erwiesen, sie verldngert jedoch die Aufnahme eines Spektrums. Ober-
halb einer Kiihlzeit von T ~ 8ms konnte keine signifikante Verbesserung der

Spektren festgestellt werden.

Bei der Aufnahme sdmtlicher Spektren wurde das Fluoreszenzsignal aller drei Ionen im
Kristall zur Auslese verwendet, da die so entstandenen Spektren ein besseres Signal-
Rausch-Verhéltnis hatten und mehr Anregungen einzelner Moden enthielten, als Mes-
sungen in denen nur eines der Ionen im Kristall zur Fluoreszenzdetektion diente. Ab-
bildung 6.7 zeigt ein Spektrum, welches aus zwei einzelnen Spektren von Drei-lonen-
Zickzack-Kristallen gewonnen wurde. Beide Spektren entstammen dem gleichen Poten-
tial bei Uy, = —9.9V. AnschlieBend wurden die Spektren so exakt wie moglich iiberein-
ander gelegt und die Werte der Dj/o-Zustandsbesetzung beider Spektren miteinander
multipliziert. Das resultierende Spektrum ist im Vergleich zu den einzelnen Spektren,
die Anhang A.1(E, Abbildung A.3 und A.4) entnommen werden kénnen, daher sehr
rauscharm.

Alle Peaks, fiir die sich sowohl ein rotes als auch ein blaues Seitenband ablesen lisst,
sind farblich markiert. Der Datenbereich des Spektrums ist asymmetrisch, da eines der
beiden Spektren im positiven Frequenzverstimmungsbereich vor dem Ende der Mes-
sung abgebrochen werden musste. Die untere radiale Fallenfrequenz liel sich dennoch
anhand des zweiten vollstdndigen Spektrums identifizieren und ist hier im roten Sei-
tenband markiert. Tabelle 6.4 zeigt die Frequenzen, die sich aus den Gauf-Fits der
einzelnen Peaks ergeben.

Die Anregungen im blauen Seitenband liegen tendenziell héher als die im roten Sei-

tenband, daher liegt das Zentrum des Spektrums vermutlich etwas weiter im positiven
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Abbildung 6.7.: Spektrum eines Drei-lonen-Zickzack-Kristall bei U, = —9.9V. Das Spek-
trum wurde aus der Multiplikation zweier einzelner Spektren gewonnen. Rote Gauf3-
Fits an den einzelnen Peaks deuten an, dass es sich um die roten Seitenbénder (RSB)
handelt. Die Abkiirzungen in der Grafik stehen fiir folgende Schwingungsmoden: ax
— axiale Schwerpunktsmode (w./27), rad 1 — radiale Schwerpunktsmode (w,/27), zz
1 — unterste Zickzack-Mode (w,, 1/27).

Mode rad1-ax| zz1 |rad1-2zz1]| zz 2 ax rad 1
Verstimmung RSB [MHz] -0.462 |-0.711 -0.977 -1.075|-1.237 | -1.695
Verstimmung BSB [MHz| | 0.456 | 0.717 0.985 1.081 | 1.238 -

Tabelle 6.4.: Ermittelte Frequenzen der Anregungen aus dem Spektrum eines Drei-lonen-
Zickzack-Kristalls bei Uy, = —9.9V.

Verstimmungsbereich als angegeben. Die mit rad 1 - ax bezeichnete Anregung, deren

Verstimmung aus der Subtraktion der ersten radialen von der axialen Fallenfrequenz
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6.4. Analyse der gemessenen Spektren eines Drei-lonen-Zickzack-Kristalls

resultiert, konnte als solche identifiziert werden, da sie auch in Spektren einzelner Ionen
auftrat. Anregungen dieser Art entstehen lediglich durch Linearkombinationen einzel-
ner Schwingungsmoden, beziechungsweise der zu ihnen korrespondierenden Phononen-
Energien. Auch die Anregung bei rad I - zz 1 ist von dieser Natur, bedingt durch die
starke Ausprigung der radialen Seitenbénder treten hier zwei Moden auf welche aus
Linearkombinationen dieser Bénder entstehen.

Bildet man aus den beiden axialen Fallenfrequenzen einen Mittelwert, so ergibt sich
w,/2m = 1.2375(71) MHz. Fiir die untere Radialmode wurde der Wert w, /27 =
1.695(10) MHz ermittelt, es ergibt sich eine Anisotropie von a = 0.533. Tabelle 6.5 zeigt

die aus diesen Frequenzen errechneten Zickzack-Moden.

Mode Frequenz [MHz| | Unsicherheitsbereich [MHz|
Wyy1/27 0.730 0.683-0.778
Wyy 2/ 27 1.041 0.998-1.081

Tabelle 6.5.: Aus den gemessenen Fallenfrequenzen berechnete Zickzack-Moden bei Uy, =
-99V.

Der Unsicherheitsbereich dieser berechneten Frequenzen wurde anhand der Unsicher-
heiten in den Fallenfrequenzen ermittelt. Dazu wurde fiir jede mogliche Kombination
fehlerbehafteter Fallenfrequenzen eine Positions-und Modenberechnung durchgefiihrt.
Die planaren Zickzack-Moden drei und vier liegen in einem Frequenzbereich, der nicht
mehr vom Spektrum erfasst wurde und werden daher nicht aufgefiihrt.

Bildet man jeweils den Mittelwert aus den experimentell ermittelten Frequenzen, so er-
gibt sich fiir die unterste Zickzack-Mode: wy; 1, exp/2m™ = 0.714 MHz. Dieser Wert weicht
um —16 kHz vom berechneten Wert ab, liegt aber in dessen Unsicherheitsbereich. Fiir
die zweite Zickzack-Mode ergibt sich: wy, 2 exp/27m = 1.078 MHz. Dies bedeutet eine
Abweichung von +37 kHz vom berechneten Wert, dessen Unsicherheitsbereich mit dem
experimentell ermittelten Wert vereinbar ist.

Um die Messergebnisse in diesem Potential zu verifizieren, wurde eine Vergleichsmessung
bei Uy = —10.0V durchgefiithrt. Bei dieser Messung wurden wiederum zwei separate
Spektren aufgenommen und deren Werte fiir die Dj/o-Zustandsbesetzung miteinander
multipliziert. Das resultierende Spektrum ist in Abbildung 6.8 dargestellt und erstreckt
sich iiber einen grofleren Bereich als die oben gezeigte Messung. Die beiden einzelnen
Spektren finden sich in Anhang A.1(E, Abbildung A.5 und A.6).
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Abbildung 6.8.: Spektrum eines Drei-lonen-Zickzack-Kristall bei Uy = —10.0V. Das

Spektrum wurde aus der Multiplikation zweier einzelner Spektren gewonnen.
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Es ergibt sich fiir dieses Spektrum ein etwas schlechteres Signal-Rausch-Verhiltnis als
fiir die in Abbildung 6.7 gezeigte Messung, da hier mit einer etwas hdheren Dauer
des Spektroskopiepulses gearbeitet wurde. Bei einer Verstimmung von etwa +0.9 MHz
musste die Messung in einem der beiden Spektren pausiert werden, da die Ionen die
Falle verlassen hatten und somit die fehlende Fluoreszenz vom Detektionsalgorithmus
als Anregung interpretiert wurde. Tabelle 6.6 zeigt die Frequenzen, welche sich fiir die

farblich markierten Seitenbénder ergeben.

Mode zz 1 2z 2 ax rad 1 2z 3
Verstimmung RSB [MHz] | -0.627 | -1.143 | -1.253 | -1.676 | -2.290
Verstimmung BSB [MHz] | 0.629 | 1.145 | 1.254 | 1.677 | 2.294

Tabelle 6.6.: Ermittelte Frequenzen der Anregungen aus dem Spektrum eines Drei-Ionen-
Zickzack-Kristalls bei Uy, = —10V.

Fiir die Fallenfrequenzen ergibt sich durch Mittelwertbildung: w, /27 = 1.6765(71) MHz
und w, /27 = 1.2535(71) MHz. Die Anisotropie ist somit hoher als in der vorherigen
Messung und betriagt o = 0.559. Es ergeben sich die in Tabelle 6.7 aufgefiihrten Fre-

quenzen fiir die Zickzack-Moden.

Mode | Frequenz [MHz] | Unsicherheitsbereich [MHz]
Wy 1/2m 0.637 0.601-0.674
Wy 2/ 2 1.122 1.089 -1.155
Wy 3/2m 2.302 2.281-2.322
Wy 427 2.486 2.473 -2.500

Tabelle 6.7.: Aus gemessenen Fallenfrequenzen berechnete Zickzack-Moden (Up, =
—10V).

Fiir die unterste Zickzack-Mode ergibt sich der experimentelle Wert von wy; 1, exp/2m =
0.628 MHz, welcher um —9 kHz vom berechneten Wert abweicht. Die zweite Zickzack-
Mode ergibt sich zu wy, 2 exp/2m = 1.144 MHz. Dies bedeutet eine Abweichung um
+22kHz von der berechneten Frequenz. Eine Abweichung von —10kHz liegt fiir die
dritte gemessene Zickzack-Mode vor, deren Frequenz sich zu wy; 3, exp/2m = 2.292 MHz
ergibt. Sédmtliche experimentell ermittelten Zickzack-Moden liegen hier im Unsicher-

heitsbereich der berechneten Werte.
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Die vierte Zickzack-Mode konnte nicht ermittelt werden, eventuell sind hohere Laser-
leistungen nétig, um auch diese anregen zu kénnen. Abbildung 6.9 gibt eine Ubersicht

iiber alle aus den beiden oben gezeigten Spektren ermittelten Zickzack-Moden.

Theo.| | | | I I | I | | [
Exp. | |

| | | N |
Theo.| 11 | B | L K
Exp. | | R

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Frequenz [MHZz]

Abbildung 6.9.: Gemessene und berechnete planare Zickzack-Moden eines Drei-Ionen-
Zickzack-Kristalls. Oberer Kasten: Messung bei Uy, = —10V, unterer Kasten: Messung
bei Uy = —9.9V. Dicke Balken stehen fiir die axiale und die untere radiale Fallenfre-
quenz, sowie den Trager. Diinne Balken stellen die gemessenen beziehungsweise berech-
neten planaren Zickzack-Moden dar.

Gut ist hier zu erkennen, dass bereits kleine Anisotropieiinderungen einen grofien Ein-
fluss auf die Frequenzen der Zickzack-Moden haben. Der Vergleich zwischen beiden
Spektren zeigt, dass sich die unteren zwei gemessenen Zickzack-Moden bei Anderungen
der Anisotropie qualitativ so wie die berechneten Moden verschieben. Fiir die dritte ge-
messene Zickzack-Mode lésst sich diesbeziiglich keine Aussage treffen, da das Spektrum
bei Uy, = —9.9V diesen Frequenzbereich nicht umfasst. Die erste Zickzack-Mode zeigt
in beiden Spektren relativ kleine Abweichungen, genau wie die dritte Mode im Spek-
trum bei Uy, = —10.0 V. Die zweite Zickzack-Mode zeigt allerdings in beiden Spektren
positive Frequenzabweichungen, die zwar jeweils noch im Unsicherheitsbereich liegen,
aber dennoch auf einen systematischen Fehler hindeuten kénnten. Dies weiter zu unter-
suchen bediirfte allerdings der Aufnahme weiterer Spektren.

Abschlieflend lésst sich festhalten, dass drei der vier planaren Zickzack-Moden mit hoher
Sicherheit in den Spektren identifiziert werden konnten. Da in keinem der Drei-Ionen-
Spektren die obere radiale Fallenfrequenz ermittelt werden konnte, war es nicht moglich
die beiden nicht-planaren Zickzack-Moden zu errechnen. Die Frequenz konnte zwar an
einem Spektrum eines einzelnen lons gefunden werden, jedoch sind die zeitlichen Ab-
stdnde zwischen den Aufnahmen der Spektren zu grol um eine sichere Zuordnung zu
gewahrleisten.

Vergleichbare Resultate liegen bisher nur fiir lineare Kristalle vor, beispielsweise in [Roh-
de u.a. (2001)]. Erstmalig konnten somit Zickzack-Eigenmoden in Ionenkristallen mit
Hilfe spektroskopischer Messungen verifiziert werden.

Andere Experimente [Melzer (2003)] lieferten bisher nur Resultate geringerer Prizision
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fiir derartige Moden. Dort finden sich auch gemessene Modenspektren fiir hohere ITo-
nenzahlen, die verwendete Methode zur Bestimmung der Frequenzen unterscheidet sich
allerdings grundlegend von der hier angewandten Vorgehensweise, da die Beobachtung

Brown’scher Bewegung von Mikrosphdren zur Bestimmung der Eigenmoden diente.
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Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit ist es gelungen zahlreiche Eigenschaften planarer 4°Ca*-
Zickzack-lonenkristalle theoretisch zu untersuchen und in drei verschiedenen Ionenfallen
experimentell zu verifizieren. Mittels einer eigens erstellten Software Routine und einer
CCD-Kamera konnten die Gleichgewichtspositionen in den Kristallen mit hoher Prézi-
sion errechnet und experimentell verifiziert werden. Die minimale mittlere Abweichung
von den berechneten Positionen betrigt mit 49nm nur etwa 2/100 eines Pixels der
Kamera und die kleinste prozentuale Abweichung betrug 0.004% in der Kristallhohe.
An keinem der beobachteten Kristalle der Ionenzahlen fiinf bis 17 konnten signifikan-
te Positionsabweichungen von der Theorie festgestellt werden, Messreihen bei variabler
Anisotropie des Fallenpotentials zeigten jeweils das theoretisch vorhergesagte Verhalten.
Hohe Anisotropien und Ionenzahlen limitierten die Messungen, da die Kristalle unter
diesen Bedingungen schlechter gekiihlt werden.

Durch die Untersuchung der Symmetrien in Zickzack-Tonenkristallen ist es gelungen zwei
Symmetrieparameter asym, und asym, zu finden. Diese sind von experimenteller Bedeu-
tung, da Ionenkristalle gerader Ionenzahl im Anisotropiebereich agym, < a < agym,
keine schnellen Konfigurationswechsel zeigen und einzelne Ionen in den Kristallen so-
mit gut einzeln adressierbar sind. Mit Hilfe einer groflen Zahl einzelner Positionsberech-
nungen konnte auflerdem der kritische Anisotropieparameter ogit, fiir bis zu 25 Ionen
ermittelt werden, welcher ein d&hnliches Verhalten zeigt wie der erste kritische Parame-
ter ouqit, - Messungen an einem Drei-und-Vier-Ionenkristall dienten dazu die Parameter
Qkrity, Qsym, und deren Inverse fiir @ > 1 zu verifizieren. Mit dem 17-Ionenkristall
konnten Positionsmessungen an einem Kristall vorgenommen werden, der sich in einem
Potential jenseits von oyyit, befindet und die dort erwartete Struktur aufweist.

Die eigens erstellte Routine zur Berechnung der Gleichgewichtspositionen ist auch in
der Lage, die Eigenmoden der Kristalle zu ermitteln. Im berechneten Modenspektrum

eines Sechs-Ionenkristalls konnten sémtliche Anisotropieparameter identifiziert werden,
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welche anhand von Konfigurationsdnderungen in den Gleichgewichtspositionen ermit-
telt wurden. Da es nicht moglich war, Zickzack-Moden tiber elektrische Wechselfelder
anzuregen, diente Seitenband Spektroskopie mit einem Laser bei 729 nm zur experimen-
tellen Verifizierung. Erstmalig konnten drei von vier planaren Zickzack-Eigenmoden in
Tonenkristallen mit Hilfe spektroskopischer Messungen verifiziert werden. Experimente
an Mikrosphdren [Melzer (2003)] lieferten bisher nur Resultate geringerer Prézision fiir
derartige Moden.

Die vierte planare Zickzack-Mode konnte vermutlich wegen zu geringer Leistung des
Spektroskopielasers nicht angeregt werden. Messreihen mit hoherer Leistung kénnten
dieses Problem beheben, wegen des schlechteren Signal-Rausch-Verhéltnisses miissten
allerdings eine grofie Zahl von Spektren aufgenommen werden.

Auch die Ermittlung des kritischen Anisotropieparameters ayyit, und die Beobachtung
der Kristallkonfigurationen in diesem Bereich liegt im Rahmen der experimentellen
Moglichkeiten. Messungen dieser Art wéren in der Implantationsfalle leichter durch-
fithrbar, da hohe Anisotropiebereiche dort einfacher zugénglich sind. Interessant wiren
auch Berechnungen des Parameters ayit, fiir grofle Ionenzahlen, welche allerdings eines
hohen Rechenaufwands bediirfen.

Rasche Veridnderung des Fallenpotentials konnen Defekte (engl. kinks) in Zickzack-
Kristallen hervorrufen. Dieser Kibble-Zurek-Mechanismus [Del Campo u.a. (2010)] ist
Gegenstand aktueller Forschung und Ziel ist es in naher Zukunft, mit Hilfe der erstellten
Auswertungsroutine fiir Bilder der CCD-Kamera, eine hohe Statistik von Fehlstellen in
Zickzack-Ionenkristallen zu erhalten.

Durch leichte Modifikationen der Routinen zur Berechnung der Gleichgewichtspositio-
nen ware es moglich, auch fiir Kristalle, welche aus Ionen verschiedener Massen sowie
Ladungen bestehen, zuverldssige Vorhersagen zu erhalten. Da in den vorgestellten lo-
nenfallen nicht nur 4°Ca*-Ionen gefangen werden konnen, wiren experimentelle Unter-
suchungen an derartigen Kristallen durchaus denkbar.

Die Untersuchung der Eigenschaften von Rydberg-lonenkristallen ist ein weiteres mog-
liches Anwendungsgebiet der hier vorgestellten Methoden. Da ein Rydberg-lon eine
andere Fallenfrequenz hat als ein Ion im Grundzustand, veréndert sich fiir eine lineare
Ionenkonfiguration, in welcher sich ein Ion in einem Rydberg-Zustand befindet, die Ani-
sotropie [Li u. Lesanovsky (2011)]. In einer Stabfalle wird aktuell versucht, mit einem
Laser bei ~ 122nm Ionen in Rydberg-Zusténde anzuregen [Schmidt-Kaler u. a. (2011),
Naber (2012)], daher sind Experimente dieser Art in naher Zukunft moglicherweise rea-

lisierbar.
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Mit Hilfe einer neuen Falle, welche der Stabfalle sehr dhnlich ist und sich gerade in
Entwicklung befindet, kann eine hohe Aufspaltung zwischen den beiden radialen Fallen-
frequenzen erzielt werden. Dies wird erreicht {iber einen vergrofierten Abstand zwischen
den einzelnen Stabpaaren, der Stababstand innerhalb der Paare bleibt hingegen dhnlich
dem in der Stabfalle. Aus der grofien Aufspaltung der Fallenfrequenzen resultiert ein
grofer Abstand der zu den Kristallmoden gehorigen Frequenzbénder. Dieser Abstand
ist n6tig um die planaren von den nicht-planaren Moden zu entkoppeln und wird es er-
moglichen, Quantenmagnetismuseffekte in frustrierten Quanten-Ising-Leiterstrukturen

zu untersuchen [Bermudez).
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A.1. Messdatenverzeichnis

A. Messdaten: Zickzack-Kristalle verschiedener lonenzahl

Anhang

In Abschnitt 4.4 wurde jeweils nur eine der beiden energetisch dquivalenten Kristall-

konfigurationen vorgestellt. Die Tabelle A zeigt die Messergebnisse der jeweils anderen

energetisch dquivalenten Konfiguration.

Anzahl der Ionen 5 6 8 9 10 11
Uogt [V] 1.0 0.6 0.6 0.6 -0.6 0.6
Ukomp [V]| -0.28 -0.16 -0.16 -0.16 -0.16 -0.16
w,/2m [kHz]| 245.5(3.0) [287.4(3.0)|287.4(3.0) |287.4(3.0) | 282.3(3.0) | 287.4(3.0)
Anisotropie | 0.205(5) | 0.149(3) | 0.149(3) | 0.149(3) | 0.155(4) | 0.149(3)
Kristalllinge [pm]|  62.42 73.45 86.91 92.71 97.67 103.26
Kristallhohe [um]|11.46(1.13)| 11.77(63) | 13.55(89) | 14.11(72) | 15.52(81) | 15.10(80)
IntTonDist [um]| 17.93(29) | 16.53(15) | 16.14(18) | 16.33(15) | 16.66(16) | 16.49(15)
Abw./Ion [pm] 0.11 0.14 0.20 0.09 0.20 0.09
StdAbw (> R.) [um]|  0.40 0.22 0.31 0.25 0.29 0.28
Abw. IntlonDist [%]| -0.29 0.07 -1.41 -0.73 -0.32 -0.64
Abw. Kristallhohe [%)] 0.41 1.42 -0.26 -0.72 2.32 -0.66

Tabelle A.: Daten der energetisch dquivalenten Konfigurationen des Fiinf-, Sechs-, Acht-
, Neun-und Elf-Tonen-Zickzack-Kristalls aus Abschnitt 4.4. Der axiale Einschluss betrug
hier Uax = 350V und somit w, /27 = 111.1(4) kHz.
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A. Anhang

Auch fiir diese Kristalle liegen alle mittleren Positionsabweichungen innerhalb der Stan-
dardabweichung in z-Richtung. Wie schon in Abschnitt 4.4 ldsst sich keine eindeutige

Systematik in den prozentualen Abweichungen erkennen.

B. Messdaten: Variation des axialen Einschlusses

Die Messungen an einem Sieben-lonen-Zickzack-Kristall bei verschiedenen axialen Fal-
lenspannungen wurden in Abschnitt 4.5 fiir Uyg = —0.6 V durchgefiihrt. Tabelle B fiihrt
nun die Daten fiir Uyg = 0.6 V auf.

U [V] 300 350 400 450
w./2m [kHz] | 100.7(4) | 110.3(4) | 119.3(4) | 127.3(4)
wy/27 [kHz] | 313.8(3.0) | 311.9(3.0) | 310.2(3.0) | 305.9(3.0)

Anisotropie o | 0.103(2) | 0.125(3) | 0.148(3) | 0.173(4)
90.06 82.83 77.01 71.97

Kristalllinge [pm

Kristallhohe [pm 8.03(50) 10.48(62) | 11.58(54) | 12.38(55)

Inter-Tonen-Distanz [pm] | 15.84(10) | 15.59(13) | 15.34(12) | 15.25(12)

]
]
]
Inter-Tonen-Distanz [univ. K. 0.772(5) 0.807(7) 0.836(6) 0.868(7)
]
]
]
]

Abweichung/Ion [pm 0.09 0.16 0.17 0.20
StdAbw (; R.) [um 0.17 0.22 0.19 0.19
Abweichung IntIonDist [% -0.64 -1.38 -1.51 -1.87
Abweichung Kristallhohe [% -3.39 -4.00 -4.71 -4.59

Tabelle B.: Daten eines Sieben-Ionen-Zickzack-Kristalls bei verschiedenen axialen Fallen-
frequenzen und Uy,g = 0.6 V.

Die Messung bei positiver Offset-Spannung zeigt grofiere prozentuale Abweichungen
als die Messung bei negativer Offset-Spannung. Bei positiver Offset-Spannung nehmen
die prozentualen Abweichungen mit der Anisotropie leicht zu, bei negativer Offset-
Spannung hingegen sind sie eher zufiillig verteilt. Fiir beide Messreihen nimmt hinge-
gen die Positionsabweichung pro Ion zu, sowohl in universellen Koordinaten, als auch in

Mikrometer-Skalierung. Auch hier fallen alle prozentualen Abweichungen negativ aus.
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Gemittelt iiber alle acht durchgefithrten Messungen betréigt die prozentuale Abweichung
in der Kristallhéhe —3.31% und in der Inter-Ionen-Distanz —0.96%.

C. Messdaten: Variation des radialen Einschlusses

In Abschnitt 4.6 wurden an einem Sieben-Ionen-Zickzack-Kristall Messungen bei fester
axialer Fallenfrequenz w, und variabler radialer Fallenfrequenz w, durchgefiihrt. Die

Tabelle C zeigt die Daten der in diesem Abschnitt nicht gezeigten Messungen.

Uog [V]| 0.6 0.6 -0.6* 0.8 0.8 -0.8%

w, /27 [kHz]|306.8(3.0)|302.2(3.0)|302.2(3.0)|289.0(3.0) |284.3(3.0) |284.3(3.0)

Anisotropie a| 0.131(3) | 0.135(3) | 0.135(3) | 0.148(3) | 0.153(3) | 0.153(3)

Kristalllinge [pm]| 81.99 81.70 81.70 80.77 80.39 80.39

Kristallhdhe [um]| 11.45(89) | 11.79(76) | 11.72(78) | 12.89(69) | 13.15(75) | 13.03(77)

15.86(19) | 15.95(16) | 15.97(16) | 16.38(15) | 16.44(16) | 16.45(17)

[
IntIonDist [pm

[

[

]
]
]
Abw./Ton [pm]|  0.09 0.06 0.05 0.08 0.06 0.06
]
]
]

StdAbw (; R.) [um]| 0.31 0.27 0.27 0.24 0.27 0.27
Abw. IntlonDist [%]| -0.32 -0.41 -0.24 0.34 -0.05 -0.02
Abw. Kristallhohe [%]|  0.33 0.26 -0.31 1.41 0.85 -0.05

Tabelle C.: Daten der Messung am Sieben-Ionen-Zickzack-Kristall mit festem w, /27 =
111.1(4) kHz und variablem w,. Ein Stern in der Zeile der Offset-Spannung deutet an,
dass es sich hierbei um die energetisch dquivalente Konfiguration des Kristalls handelt.
Die Kompensationsspannung betrug bei allen, in dieser Tabelle dargestellten, Ergebnis-
sen Uyomp = —0.16 V.

Im Gegensatz zur Messreihe, wihrend der der axiale Einschluss variiert wurde, lisst sich
hier keine Systematik in den prozentualen Abweichungen erkennen. Gemittelt iiber alle
neun durchgefiihrten Messungen betrigt die prozentuale Abweichung in der Kristallhéhe
+0.02% und in der Inter-Ionen-Distanz —0.28%.
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D. Messdaten: Konfigurationsiibergange

Im Folgenden finden sich die in der Stabfalle beobachteten Kristallkonfigurationen aus

Kapitel 5.
Konfiguration | Usg [V] | w,/27 [kHz] a
Linear -1,54 199.4(3.0) 0.378(50)
Zickzack -1.64 185.1(3.0) 0.439(50)
Zickzack -1.66 181.9(3.0) 0.454(50)

Tabelle D.: Beobachtete Kristallkonfigurationen eines Drei-lonen-Kristalls in der Stabfal-

le. Die axiale Fallenfrequenz betrug jeweils w, = 122.6(4) kHz.

Konfiguration | U,g [V] | w,/27 [kHz] a
Linear 106 | 255.3(3.0) | 0.231(50)
Zickzack 117 | 245.1(3.0) | 0.250(50)
Zickzack -1.21 239.1(3.0) 0.263(50)
Zickzack 137 | 220.4(3.0) | 0.309(50)
Kreuzgeometrie | -1.56 | 195.3(3.0) | 0.394(50)

Tabelle E.: Beobachtete Kristallkonfigurationen eines Vier-Ionen-Kristalls in der Stabfalle.

Die axiale Fallenfrequenz betrug jeweils w, /27 = 122.6(4) kHz.

Im Weiteren finden sich die in der Implantationsfalle beobachteten Kristallkonfigura-

tionen.

Konfiguration Us [V] | wy/2m kHz] | w./2m [kHz] a
Senkrecht Zickzack | -1.07 | 420.8(3.0) 624.4(4) | 2.202(50)
Senkrecht Zickzack | -1.07 420.8(3.0) 625.8(4) 2.212(50)

Senkrecht linear -1.10 405.6(3.0) 631.2(4) 2.422(50)

Tabelle F.: Beobachtete Kristallkonfigurationen eines Drei-Ionen-Kristalls in der Implan-

tationsfalle.
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Konfiguration Us [V] | wy/2m kHz] | w./2m [kHz] a
Senkrecht Kreuzgeometrie | -1.14 383.5(3.0) 638.7(4) 2.774(50)
Senkrecht Zickzack 120 | 346.6(3.0) 649.3(4) | 3.509(50)
Senkrecht Zickzack 122 | 334.0(3.0) 652.9(4) | 3.821(50)
Senkrecht linear -1.24 321.3(3.0) 656.7(4) 4.177(50)

Tabelle G.: Beobachtete Kristallkonfigurationen eines Vier-Ionen-Kristalls in der Implan-
tationsfalle.

E. Messdaten: Spektren

Im Folgenden befinden sich Spektren aus Messungen an einem Ion und an einem Drei-
Tonen-Zickzack-Kristall, die in Abschnitt 6.4 nicht aufgefiihrt wurden.
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Abbildung A.1.: Spektrum eines einzelnen Ions bei Uy, = —10.0 V. Die Spektroskopiepa-
rameter betrugen hier: Pp, = 0.20, Tspec = 200 ps und Ty = 6 ms.
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Abbildung A.2.: Spektrum eines einzelnen Ions bei Uy, = —9.0 V. Die Spektroskopiepa-
rameter betrugen hier: P, = 0.20, Tspec = 200 ps und 7y = 6 ms.
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D, ,, Zustandsbesetzung
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Abbildung A.3.: Erstes Spektrum eines Drei-Ionen-Zickzack-Kristalls bei Uy, = —9.9V.
Die Spektroskopieparameter betrugen hier: P, = 0.30, Tspec = 100 ps und T = 8ms.
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Abbildung A.4.: Zweites Spektrum eines Drei-lonen-Zickzack-Kristall bei Uy = —9.9 V.
Die Spektroskopieparameter betrugen hier: P, = 0.35, Tspec = 200 ps und Ty = 10 ms.
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Abbildung A.5.: Erstes Spektrum eines Drei-Ionen-Zickzack-Kristalls bei Uy, = —10.0V.
Die Spektroskopieparameter betrugen hier: P, = 0.35, Tspec = 400 ps und T = 6 ms.
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Abbildung A.6.: Zweites Spektrum eines Drei-lonen-Zickzack-Kristalls bei Uy, =
—10.0V. Die Spektroskopieparameter betrugen hier: P, = 0.25, Tgpec = 800ps und
Tk = 8ms.
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A.2. Berechnete Anisotropieparameter

Im Folgenden finden sich die berechneten Anisotropieparameter aus Kapitel 5.

108

Tabelle I.: Berechneter kritischer Anisotropieparameter uyit,-

N 3 4 5 6 7 8 9 10 11
it | 0.4167 | 0.2407 | 0.1603 | 0.1158 | 0.0883 | 0.0699 | 0.0569 | 0.0473 | 0.0401
N 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ity | 0.0345 | 0.0300 | 0.0264 | 0.0234 | 0.0209 | 0.0188 | 0.0170 | 0.0155 | 0.0142

N 21 22 23 24 25
it | 0.0130 | 0.0120 | 0.0111 | 0.0103 | 0.0096
Tabelle H.: Berechneter kritischer Anisotropieparameter ajit, -

N 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Mait, | 0.703 | 0.479 | 0.423 | 0.340 | 0.278 | 0.235(5) | 0.208 | 0.196 | 0.167(2)
N | 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Mait, | 0.159 | 0.141 | 0.130 | 0.119 | 0.109 | 0.100 | 0.092 | 0.085 | 0.080
N | 24 25

Oait, | 0.074 | 0.069




A.3. Mathematica Quelltext

A.3. Mathematica Quelltext

A. Positionsberechnung

Folgender Quelltext wurde erstellt um die theoretischen Ionenpositionen in universellen

Koordinaten zu berechnen.
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110

(*l onenanzahl )
nion =6;
omega¥ = 1;

(+xal pha wird hier als w/al pha vorgegebenx)
omegaZ = omegaY¥ % Sqrt [0. 3];
const = {q -> 1.6x10"-19, €0 -> 8.85x10”-12, pbohr -> 9.27400915 x 10" (-24),
A -> 1.054571628 x 10" (-34), M -> 40 x1. 6605 x 10" -27, wy - onegaY, wz -» onegaZ};

w={wy, wzZ},

dim=2;
V= — Mw[[i]11%Xmi?+ Ifn#m * , O]
mli-1 2 n=1 mel 8 el

S (Xn,j - Xmj )2

EV=V /. Flatten[Tabl e[Xmi -> uUmi *1i, {m 1, nion}, {i, 1, dim]] /.
92 E

47e0 Mw[[2]]2

DEV = FI atten[TabIe[aumlEV: 0, {m 1, nion}, {i, 1, di m}]];

Tabl e[l » i, 1, dimy]

steps = 100;
vall = (};
P={}

DEV = DEV /. const;

EV = EV /. const;

cut OfF f = 10715;

resV = Tabl e[1000000, {steps}];

For [p =1, p ssteps, p++,

(xH er werden die vernmuteten |onenpositionen vorgegebenx)
ulnit =Flatten[Tabl e[{uyi, If[i =2, m- (nion+1) /2, RandonReal [{-0.5, 0.5}11},
{m 1, nion}, {i, 1, dimy], 17;

(* Nunerische Losung des Nul | stel |l enprobl ensx)

Res = Fi ndRoot [DEV, ulnit, AccuracyGoal -» Automatic, Maxlterations - 100];

ures = Tabl e[Tabl e[Res[[i +k]]1[[211, {k, O, dim-1}], {i, 1, di mxnion, dim}];
resV[[pl]l =EV /. Flatten[Tabl e[uni »ures[[M][[i]], {m 1, nion}, {i, 1, dim}]1];

(*gerundet e Positionen zum Zei chnenx)
ures2 = Tabl e[Tabl e
[If [Abs[Res[[i +k]1[[2]1] > cutOFf, Res[[i +k]11[[2]], O1, {k, O, dim-1}]
, {i, 1, dimxnion, dim];

(xDi e zum kl ei nsten Potential gehorige Lésung wi rd ausgegebenx)
P=1f[resV[[p]] < MnJ[resV], ures2, P];

mnlind =1f[resV[[p]] s Mn[resV], p, mnlnd];

mnRes = | f [resV[[p]] < Mn[resV], Res, mnRes];

ual | = Append[ual I, ures];

1 (xEnde For -Schl ei f ex)
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2 \ Positionsberechnung.nb

(#zeigt alle ermttelten Lésungens)

Pdraw = Tabl e [{P[[i 11[[2]], P[[i11[[111}, {i, 1, nion}];

ual ldraw = Table[{ual | [[i J1[[k11[[2]1], vall [[i110Ckl1[[1]1]1}
, {i, 1, steps}, {k, 1, nion}];

Graphi cs[Tabl e[{Poi nt Si ze[Large], Hue[ind /steps], Point [ual |draw[[ind]]]1}
, {ind, 1, steps}], Axes -» True, | mageSi ze -» 250,
AxesLabel - {Style[z, Large, Bold, Red], Stylel[y, Large, Bold, Red]}]

(xzei gt die Losung an, die zum kl ei nsten Potential gehort x)
G aphi cs[{Poi nt Si ze[Lar ge],
Poi nt [Pdr aw]
}, Axes - True, | mageSi ze » 250,
AxesLabel - {Style[z, Large, Bold, Red], Stylel[y, Large, Bold, Red]}]

(»die ermttelten G eichgew chtspositionen in universellen Koordinatenx)
expect edPos = Tabl e[{P[[i, 2]]1, P[[i, 111}, {i, 1, nion}];
expect edPos = Sort [expect edPos, #1[[1]] < #2[[1]] &]
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B. Schwingungsmodenberechnung

Folgender Quelltext wurde benutzt um die Schwingungsmoden der Ionenkristalle zu
berechnen. Es werden die Gleichgewichtspositionen bendtigt, die mit dem Quelltext in

Anhang A berechnet wurden.
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(xDie Werte fur onegaX, onegay,
onmegaZ werden i m Positionsberechnungsteil gesetztx)
const = {g -> 1.6x10"-19, €0 -> 8.85x10"-12,
pbohr -> 9.27400915 x 10" (-24), A -> 1.054571628 x 10" (-34),
M -> 40 x 1. 6605 x 10" -27, wy -» onegaY¥, wz -» onmegaZ, wx -» onegax};
dim=3;
w = {wX, wy, wzZ},

| i ’
4 7e0 Mw[[3]]?

(*Jet zt 3 di mensi onen -

fiar x-koordinate eine Null vorne an das Array dranhdngensx)

expect edPos = Tabl e[{O, P[[i, 111, P[[i, 211}, {i, 1, nion}];

(*Di e P-Koordi naten stanmen aus der Berechnung der G ei chgew chtspositionens)

niondim 1 ni on ni on qz 1
V=ZZEMw[[i]]me.2+ZZIf[n¢m8 * ,O];
i=1 7T

mel n=1 m=1l €0 di
I (xng - Xmj)

=3

EV2 =V,
(xBerechnung der Hessematri Xx)
fli_, j_, m, n_1:=0x, Ox,; EV2

a=Array[f, {dim dim nion, nion}];

Mat ri xFor m[Fl atten[a /. const, 2]1;

a2 =a /. Flatten[Tabl e[xyn; » expectedPos[[M]][[i]1] ], {m 1, nion}, {i, 1, dim]];
a3 =a2/ (Mxw[[3]]1%) /. const;

Mat ri xFor m[a3 /. const ];

a4 = ArrayFl atten[a3];

Mat ri xFor m[a41;

(xEi genvektoren der Matrixx)

bl = Tabl eFor m[Round [Ei gensyst em{a4], 1. »107'?]]

freq=vbl[[1]]1[[1]]
(xerwartete Mddenfrequenzen in Kilohertzsx)
Expect edFr eql nkHz = freq + onegaZ / (10% « 2+ Pi )
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